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L’ objet de ces notes est de permettre de réviser des notions autour des suites et des séries de fonctions.

On essaiera d’aborder les points du programme du capes de maths qui concernent ces themes a sa-
voir : Convergence simple, convergence uniforme. Théoremes de régularité. Convergence normale
des séries de fonctions. Séries entieres, rayon de convergence. Développement en série entiere des
fonctions usuelles.

1 Suites numériques

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels et par R celui des nombres réels.

Propriété 1 Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément et, s’il est majoré, un plus
grand élément.

Propriété 2 ’ensemble des réels est archimédien. Ceci signifie que pour y € Retpourx € R, six >0
il existe n € N tel que y < nx. Ceci implique I’existence de la fonction partie entiere.

Propriété 3 L'ensemble des réels possede la propriété de la borne supérieure (et de la borne infé-
rieure). Ceci signifie que tout sous-ensemble non vide et majoré de R possede un plus petit majorant :
si E est un sous-ensemble non vide de R alors

(FKeRVX€Ex<K)=—= (IMeR (Vxc Ex<M)et (Ve >03dxc EN|M —¢,M])).

Définition 1 On appelle suite numérique u = (u,),en une fonction u de N dans R.

Définition 2 Soit / € R. Une suite numérique u = (u,),eN est dite convergente de limite / si quel que
soit le réel strictement positif € > 0 il existe un rang N € N a partir duquel les termes de la suite u sont
distants de strictement moins de € du réel [ :

Ve>0INeNVReN(n>N = |u,— | <e).
Exemple 1 Soit r € [0, 1]. On considere la suite numérique u = (uy)nen définie par u, = r", c’est a

dire définie par récurrence par ug = 1 et sin € N, u,1 =r x u,. Sir € [0, 1] la suite u est convergente
de limite O et si r = 1 la suite u est convergente de limite 1.

Exemple 2 Si r € [0, 1] la suite numérique u = (uy,),eN définie par

vérifie pour tout n € N



et elle est convergente de limite

l:

1—r

Définition 3 Une suite numérique u = (u, )N est dite convergente s’il existe un réel [ tel que la suite
u = (up)neN est convergente de limite /.

Propriété 4 Si une suite numérique u = (u,),enN est convergente il existe un unique réel [ tel que
u = (uy)neN est convergente de limite /.

Propriété 5 Si une suite numérique u = (u,),en est convergente alors elle est bornée.
Exemple 3 Si r € R vérifie |r| > 1 alors la suite (7"),eN n’est pas convergente.

Définition 4 Une suite numérique u = (u,),eN est dite de Cauchy si quel que soit le réel strictement
positif € > 0 il existe un rang N € N a partir duquel les termes de la suite u sont deux a deux distants
de strictement moins de € :

Ve>0dN e NVn,m €N (n,m > N = |u,, — up,| < €).

Théoreme 1 Une suite numérique est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Théoreme 2 (de Bolzano Weierstrass) Soit £ un segment et u = (u,),eN une suite de réels contenus
dans E. Alors il existe une sous-suite (u,, )xeN convergente de limite un réel appartenant a E.

Définition 5 Soit (u,),en une suite numérique. On pose
in =1inf{uy :k > n}ets, =sup{u:k>n}sineN.

Les deux suites (i,)neN et (Su)neN sont a valeurs dans R = RU {—oo, +o0}, 1a suite (iy),eN est crois-
sante alors que la suite (s,,),en est décroissante et si n € N alors i,, < u, < s,,. Les deux suites (i,),eN
et (s,)nen admettent donc des limites i et s finies ou infinies, qui vérifient i < s et qui sont appelées
limites inférieure et supérieure de la suite (u,),eN :

liminf(u,)pen = i = lim (i) pen < lim(sy,)yen = s = limsup(up ) neN.
Proposition 1 Une suite numérique (u, )N admet une limite si et seulement si ses limites inférieure

et supérieure sont égales, c’est a dire si et seulement si liminf(u,),en = limsup(u,),en et alors les
trois limites sont égales : liminf(u,),en = lim(uy,)pen = limsup(uy ) neN.
Exemple 4 Soit (1,)neN définie par u, = (—1)" x (1+ 15.) Alors

liminf(u,),en = —1, limsup(uy)pen = 1

et (uy)nen n’a pas de limite.

2 Suites de fonctions numériques. Convergences simple et uni-
forme

Définition 6 On appelle suite de fonctions (numériques de la variable réelle) une famille (f,),en de
fonctions numériques de la variable réelle toutes définies sur le méme ensemble de départ E qui est
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un sous-ensemble de R : il existe E C R tel que si n € N alors f, : E — R est une fonction numérique
définie sur E.

Exemple 5 Si n € N on note f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par f,(x) = x". La famille
(fu)nen est une suite de fonctions numériques.

Définition 7 Soit E C R, soit (f;),en une suite de fonctions définies sur E et soit f : E — R une
fonction numérique définie également sur E. On dit que la suite (f;,),eN converge simplement vers f
si quel que soit x € E la suite numérique (f,(x)),en converge vers f(x) c’est a dire si quel que soit le
réel x de E et quel que soit le réel strictement positif € > 0 il existe un rang N € N a partir duquel les
termes de la suite numérique ( f,(x))qen sont distants de strictement moins de € du réel f(x) :

Vxe EVe>03INeNVneN (n>N=|fu(x)— f(x)]| <e).

Exemple 6 Si n € N on note f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par f,(x) = x". On note aussi
f:]0,1] — R la fonction définie par f(x) =0six € [0,1[ et f(1) = 1. La suite de fonctions (f,)neN
converge simplement vers la fonction f.

Définition 8 Soit £ C R, soit (f,),en une suite de fonctions définies sur E et soit f : E — R une
fonction numérique définie également sur E. On dit que la suite (f;),en converge uniformément vers
f si quel que soit le réel strictement positif € > 0 il existe un rang N € N a partir duquel, quel que soit
le réel x de E, les termes de la suite numérique (f,,(x)),en sont distants de strictement moins de € du
réel f(x) :

Ve>0INENVXeEEVREN (n>N=|f,(x) — f(x)| <e¢).

Exemple 7 Si n € N on note f; la fonction numérique définie sur [0, 1] par f,(x) = x". On note aussi
f:10,1] — R la fonction définie par f(x) =0six € [0,1[ et f(1) = 1. La suite de fonctions (f,)neN
ne converge pas uniformément vers la fonction f.

Définition 9 Soit £ C R et f : E — R une fonction numérique de la variable réelle. On dit que f est
continue si f est continue en tout point a de E c’est a dire si

Vac EVe>0IN>0Vx€E (|x—a| <n=|f(x) — f(a)| <e).

Exemples 8 Les fonctions rationnelles, les fonctions trigonométriques, 1I’exponentielle, le logarithme,
les sommes, produits et composées de fonctions continues ainsi que les réciproques de fonctions
continues injectives sont continues.

Théoreme 3 Soit E C R, soit (f;)sen une suite de fonctions définies sur E et soit f : E — R une
fonction numérique définie également sur E. Si pour tout n € N la fonction f;, est continue et si la
suite (f,)nen converge uniformément vers f alors f est continue.

Exemple 9 Soit (a,),eN une suite de réels bornée (il existe K > 0 tel que pour tout n € N |a,| < K).
Alors pour tout x €] — 1, 1] il existe un réel f(x) tel que la suite (f,(x))qen définie par

Julx) = Z apx"
k=0

est une suite convergente de limite f(x) et la fonction f ainsi définie sur | — 1, 1| est une fonction
continue.



Remarque 1 Soit E C R, soit (f,;),eN une suite de fonctions définies sur E. On suppose que la suite
(fn)nen est uniformément de Cauchy. Ceci signifie que

Ve>03INeNVxec EVn,meN (n,m >N = |f,(x) — fin(x)| <€).
Alors la suite (f,),eN converge uniformément vers une fonction f : E — R qui est donc continue.

Théoréme 4 (de Dini (1)) Soit E C R, soit (f;,)neN une suite de fonctions définies sur E et soit
f : E — R une fonction numérique définie également sur E£. Si E est un segment, si pour tout n € N
la fonction f, est croissante, si la fonction f est continue et si la suite (f,),eN converge simplement
vers f alors la suite converge uniformément vers f.

Théoréme 5 (de Dini (2)) Soit E C R, soit (f,)nen une suite de fonctions continues définies sur E
et soit f : E — R une fonction continue définie également sur E. Si la suite (f,),eN est une suite
croissante, c’est a dire qui est telle que si n € N et x € E alors f,(x) < f,4+1(x), et si elle converge
simplement vers f alors la suite converge uniformément vers f.

Exercice 1 (d’aprés Quercia) Soit o € R. Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de
fonctions définies sur [0, 1] par f,,(x) = n®%x(1 —x)".

Exercice 2 (d’aprés Quercia) On pose f,(x) = x"(1 —x) et g,(x) = x"sin(mx) sin € Netx € [0, 1].
1) Montrer que la suite (f,,),eN converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

2) En déduire qu’il en est de méme pour la suite (g, ),eN (on peut utiliser la concavité de sin sur [0, 7).

Exercice 3 Si n € N on note f, la fonction affine par morceaux définie sur [0, 1] de la fagon suivante.

Sik e Netk < 2" alors la restriction de f a [2%, 1] est affine. Si x € [0, 1] est de la forme x = 2251

avec m € N et g € N et inférieur ou égal a n alors f,(x) = ziq. Montrer que la suite de fonctions (f;)neN

est décroissante et converge simplement mais pas uniformément vers la fonction f définie de la facon

suivante. Si x € [0, 1] est de la forme x = % avec m € N et g € N alors f(x) = 21—,, et si x n’est pas

de cette forme f(x) = 0.

Définition 10 Soit £ un sous-ensemble de R et F' un sous-ensemble de E : F C E C R. On dit que F
est un sous-ensemble dense de E si pour tout x dans E il existe arbitrairement proches de x des points
de F :

Vxe EVe>0dye FNjx—¢g,x+eg.

Exemple 10 L’ensemble Q des nombres rationnels est un sous-ensemble dense de R.

Théoreme 6 Soit E C R un intervalle, soit (f;),eN une suite de fonctions continues définies sur E.
On suppose que la suite (f,),eN converge simplement vers une fonction f : E — R. Alors le sous-
ensemble des points de E ou f est continue est un sous-ensemble dense de E.

Exercice 4 Il n’existe pas de suite (f,),en de fonctions continues définies sur R qui converge sim-
plement vers la fonction indicatrice de Q, c’est a dire vers la fonction définie sur R qui vaut 1 en tout
rationnel et O en tout irrationnel.

Exercice 5 1/ Si n € N on note f, la fonction de (—o0,0] dans R définie par f,(x) = exp(x — n).
Convergence simple, convergence uniforme de le suite (f,)en ?

2/ Sin € N on note f, la fonction de R dans R définie par f,(x) = exp(x —n). Convergence simple,
convergence uniforme de le suite ( f;)neN ?



Exercice 6 1/ Montrer que sin € Netx € Ron a

(x=0)"

n )Ck X
exp(x) = ;;oﬁ +/0 0 exp(t)dt.

2/ Montrer que si x € R la suite (u,),eN définie par

nxk

un puy _—
|
= k!

converge vers exp(x).
3/ Montrer que si K > 0 la suite de fonctions (f,),en définies sur [—K, K] par

nxk

fn(x) = F

k=0
converge uniformément vers la restriction de exp a [—K, K]
4/ Montrer que la suite de fonctions (gy,),en définies sur R par
2k

gn(x) = ’n
= k!

ne converge pas uniformément vers 1I’exponentielle.

Théoreme 7 (Stone-Weierstrass) Si f : [0, 1] — R est une fonction continue définie sur [0, 1] il existe
une suite (f,),en de fonctions polynomiales définies sur [0, 1] qui converge uniformément vers f.

Exercice 7 (d’aprés Ramis, Deschamps, Odoux)

Convergence simple, convergence uniforme de (f,,),en définie de la fagon suivante.
2 3

sit>0et f,(t) =

1+t — Jalt) 1 + ns?

Cas2.SineNett € [0,F] alors f,(t) = ncos"(¢)sin(t).

Cas 1. Sin € Nalors f,(t) = sit <0.

in(nt
Cas 3. Si n € Nalors £,(0) = 0 et f,(r) = S5m0
n/t
sin? (nmt)

Cas 4. Sin € Nalors f,(t) = isin(mr) site R\ Zet f,,(k) =0sik € Z.

lorsque t € R*.

Exercice 8 (d’aprés Ramis, Deschamps, Odoux)

1) Montrer que sit € Ron a

r\" N\
lim (1 + —) = lim <1 — —> = exp(t).
n—4-oo n n——-o0 n

2) Soit, si n € N*, f,, : R — R définie par

Su(t) =exp(t) — (1 +§l>n sit > —n
fu(t) =exp(t) sit < —n.

a) Montrer que si n € N* la restriction de f, a [0,4oc0) est croissante et en déduire que (fy)neN-
converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [0, a] avec a € [0, +o0).
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b) Montrer que si n € N* la restriction de f,, a (—eo,0] est positive, atteint son maximum en un point
X, et que la suite de points (x,),en+ admet —2 pour limite.

¢) Montrer que (f;,),en+ converge uniformément sur (—oo, 0].

Exercice 9 (d’aprés Ramis, Deschamps, Odoux)

1) Convergence simple, convergence uniforme de la suite (f;;),en de fonctions définies sur [0, 1] par
fn(t) =nt(1—1)".
2)SineNett e [0,1] on pose g,(t) = nf,(r). Sit €l 0,1] on note g(¢) = LIIE gn(1).
n oo

Comparer

1 1
/ g(t)dtet lim gn(t)dt.
0 0

n—r—-oo

3 Régularité

Théoreme 8 (Régularité) (d’apres Combes) Soit ( f,),en une suite de fonctions dérivables définies sur
un intervalle E et soit a € E fixé. Si la suite des fonctions dérivées (f;),en converge uniformément
vers une fonction g et si la suite numérique (f,(a)),en converge alors la suite (f,),en converge
uniformément vers une fonction dérivable f qui vérifie f = g.

Corollaire 1 (d’apres Combes) Si g est une fonction continue définie sur un intervalle E il existe
une fonction dérivable f définie sur cet intervalle telle que ' = g. En d’autres termes toute fonction
continue sur un intervalle admet une primitive, c’est a dire est la dérivée d’une fonction.

Exercice 10 Soit K > 0. Si n € N on note f; la fonction définie sur | — K, K[ par
n
fn ()C) — .
= k!
1/ Montrer que la suite (f;),en converge uniformément vers une fonction f.

2/ Montrer que si n € N la dérivée f,, 1’ de la fonction f;, | vaut f,, : fui1’ = fo.

3/ Montrer que f est dérivable et vérifie ' = f.

Théoréme 9 Soit (f,),eN une suite de fonctions continues définies sur un intervalle E et soit a € E

fixé. Soit (,)nen une suite a valeurs dans R = RU {—eo, +e0}. Soit a € E (a vaut éventuellement —co

ou +o0). On suppose que pour tout n € N lim f,,(x) = [,,. Si la suite de fonctions (f,;),eN converge
xX—a

uniformément vers une fonction f alors la suite (/,),en admet une limite / éventuellement infinie et
cette limite / est la limite de la fonction f en a.

4 Séries numériques

Définition 11 Soit (u,),en une suite numérique. On appelle série associée a (i, )neN Ou série numé-
rique de terme général u,, et on note parfois Y u,, la suite (U,),cN définie par

n
Un:ZuksinEN
k=0



et appelée suite des sommes partielles.

Définition 12 On dit que la série numérique Y u, est convergente si la suite (U, ),eN est convergente.
+o0

Si (Uy)nen a une limite finie ou infinie on note Z u, cette limite et on I’appelle somme de la série.
n=0

Remarque 2 Si la série numérique Y u, est convergente alors la suite (u,),eN tend vers 0.

Exemple 11 Soit » € R. La série ) " est convergente si et seulement si r €] — 1, 1[. Sa somme vaut
alors

Définition 13 On dit que la série ) u,, est absolument convergente si la série Y |u,| de terme général
|u,| est convergente.

Exemple 12 Soit r € R. La série ) 7 est absolument convergente si et seulement si r €] — 1, 1].

(="

Exemple 13 La série ), ——— est convergente mais pas absolument convergente.
n

Remarque 3 Soit ) u, une série numérique. Si ) u, est absolument convergente alors elle est de
Cauchy donc convergente.

Proposition 2 (Criteres de convergence) (d’apres Wikipedia) Soit ) u, et ) v, des séries numériques
de terme général respectivement u,, et v,,.

1) (Comparaison) Si Y v, est absolument convergente et si |u,| < |v,| a partir d’un certain rang alors
Y u, est convergente.

2) (Regle de D’ Alembert) On suppose qu’il existe r tel que lim

=r.Sir<1alors Y u,
n—4-oo |un|

converge. Si r > 1 alors } u, ne converge pas (diverge).
3) (Regle de Cauchy) Soit r = limsup {/ |u,|. Si r < 1, alors Y u,, converge. Si r > 1, alors Y u, diverge.
4) (Comparaison série-intégrale) On suppose qu’il existe une fonction monotone f : [0, +e) — R telle

que sin € Nu, = f(n). La série Y u, converge si et seulement si I’intégrale | f(x)dx converge.
0

n
5) (Regle de Dirichlet) On suppose que la suite (uy),eN décroit vers O et que les sommes Z Vi sont
k=0
bornées. Alors la série ) u,v, converge.

n

5 bis) (Séries alternées) On suppose que la suite (|u,|),en décroit vers O et que les termes (—1)"u,

sont tous positifs. Alors ) u, converge.

5 ter) (Regle d’Abel) On suppose que la suite (u,),en décroit vers O et que la série Y v, converge.
Alors la série Y u,v, converge.

Exercice 11 Convergence ou divergence des séries suivantes :
1) Z%a avec o € R,

1
)Y ZTTn(op 2Vee o,B R

Proposition 3 (Encore des criteres de convergence) (d’apres Wikipedia) Soit ) u, une série numérique
de terme général u,,.



1) (Régle de Raabe-Duhamel) On suppose que la suite (u,),eN est strictement positive. S’il existe

Up+1 . Unt1
< 1— — alors ) u, converge. En revanche si
Uy, n U,

b>1tel que

> 1 — — alors ) u, diverge.
n

2) (Regle de Bertrand) On suppose que la suite (u,),eN est strictement positive. S’il existe b > 1 tel
Un

1 1
que >14+ -+ () alors ) u, converge. En revanche si <l4+-+ Tl alors Y u,

Uy n  nln(n) Upi n  nln(n)

diverge.

3) (Reégle de condensation de Cauchy) On suppose que la suite (u,),en décroit vers 0. Alors Y u,
converge si et seulement si Y 2"uy» converge et les inégalités

oo oo oo
Zung ZZ”uanZZun
n=0 n=0 n=0

sont toujours vérifiées, qu’il y ait convergence ou divergence.

5 Séries de fonctions. Convergences simple, absolue, uniforme,
normale

Définition 14 Soit (f,),eN une suite de fonctions numériques définies sur un méme sous-ensemble E
de R. On appelle série de fonctions associée a (f;,),en ou série de fonctions de terme général f, et on
note parfois Y f,, la suite de fonctions (S, ),en définie par

n
Sp=Y fisineN
k=0

et appelée suit des sommes partielles.

Exemple 14 Si K € R et si (f,,)nen est la suite de fonctions définies sur | — K, K| par f,(x) = x" alors
la série ) f,, de terme général f, est la suite (S,),eN de fonctions définies sur | — K, K| par

n 1_xn+1
=~ sixe] KK
—X

Définition 15 Soit ) f;, une série de fonctions numériques définies sur un méme sous-ensemble E de

R. On dit que ¥ f,, converge simplement si la suite des sommes partielles (S,),en converge simple-
~+oo

ment. On note alors Z fn la limite.
n=0

Définition 16 Soit )’ f,, une série de fonctions numériques définies sur un méme sous-ensemble E de
R. On dit que Y f,, converge absolument si la série Y’ | f,| converge simplement.

Définition 17 Soit Y f,, une série de fonctions numériques définies sur un méme sous-ensemble £
de R. On dit que Y f,, converge uniformément si la suite des sommes partielles (S,),eN converge
uniformément.

Remarque 4 Si la série de fonctions Y f,, définies sur un sous-ensemble E de R converge uniformé-
ment alors les fonctions f,, sont bornées a partir d’un certain rang et de plus liIE sup | fn(x)| = 0.
N e E



Définition 18 Soit f une fonction numérique définie sur un sous-ensemble £ de R. Si f est bornée on
pose

[1/1leo = sup | f (x)]
x€E
et on appelle norme infinie de f ce nombre.

Proposition 4 Si f et g sont deux fonctions numériques bornées définies sur un méme sous-ensemble
E deRetsiA €Ralorsona

If+gllee <[]0+ [[8]]ees
Jral= = Ml
flleo=0 <= f=0g.

Définition 19 Soit } f,, une série de fonctions numériques définies sur un méme sous-ensemble E
de R. On dit que Y’ f, converge normalement si les fonctions f, sont bornées et si la série Y || f,|c
converge.

Proposition 5 Soit } f,, une série de fonctions numériques et continues définies sur un méme sous-
ensemble E de R. Si ) f,, converge uniformément ou normalement alors sa limite est une fonction
continue.

Proposition 6 Soit ) f,, une série de fonctions numériques et continues définies sur un méme sous-
ensemble £ de R. On a les implications suivantes :
- Si) f, converge normalement alors ) f,, converge uniformément et absolument.

- Si Y f, converge uniformément ou absolument alors Y f,, converge simplement.

Exercice 12 1) Trouver ) f,, qui converge simplement mais ni absolument, ni uniformément.
2) Trouver )’ f,, qui converge uniformément mais pas normalement.

3) Trouver )’ f,, qui converge absolument mais pas normalement.

6 Séries entieres

Définition 20 On appelle série entieére une série de fonctions numériques de la forme Y a,x" ou
(an)nen est une suite numérique.

Définition 21 Soit ) a,x" une série entiere. On définit le rayon de convergence de cette série comme
étant I’inverse de limsup |a,|» = limsup {/|a,| lorsque cette limite supérieure est finie non nulle, O si
elle est infinie et +oo si elle est nulle.
Exercice 13 1) Le rayon de convergence de ) x" est 1.
1.n
2) Le rayon de convergence de ) - x" est 1.
3) Le rayon de convergence de ) n!x" est 0.
Proposition 7 Soit Y a,x" et ¥ b,x" des séries entieres et soit A # 0. Alors les séries entieres Y a,x" et

Y Aa,x"~! ont méme rayon de convergence et la série entiere ¥ (a, + b, )x" a un rayon de convergence
supérieur ou égal a ceux des séries ) a,x" et ) b,x".



Proposition 8 Soit ) a,x" et ) b,x" des séries entieres. Alors la série entiere Y (Y, ;—, axb;)x" aun
rayon de convergence supérieur ou égal a ceux des séries ) a,x" et ) b,x".

Proposition 9 Soit ¥ a,x" une série entiere. Alors les séries entieres ¥ a,x" et ¥ na,x"~! ont méme
rayon de convergence.

Proposition 10 Soit ) a,x" une série entiere. Si son rayon de convergence est 0 alors la série ) a,x"
ne converge que pour x = (.

Proposition 11 Soit } a,x" une série entiere de rayon de convergence R non nul. Alors Y a,x"
converge normalement sur tout segment [—K,K] avec K € [0,R[ et si x € R vérifie |x| > R alors
la suite (|a,x"|),en diverge vers +oo.

Proposition 12 Soit R > 0 et soit }_a,x" et ) b,x"* des séries entieres de rayons supérieurs ou égaux a
R >.Alorssix €] —R,R[on a

+oo oo oo
Z Z apb; | X' = Z ax’ | x Z bx"
n=0 \k+I=n n=0 n=0

Proposition 13 Soit } a,x" une série entiere de rayon de convergence R non nul. Alors il existe une
fonction f appelée somme de la série entiere Y a,x" et qui vérifie les propriétés suivantes. La fonction
f est définie sur | — R, R[. Elle est de classe C*. La série )" a,x" converge normalement vers f sur tout
segment [—K, K| inclus dans | — R, R]. En particulier

~+oo

flx)= Z apx" si |x| <R.

n=0

De plus, si kK € N alors Y, (Hi:ol (n— l)) anx" ¥ converge normalement vers f*) sur tout segment
[—K,K] inclus dans | — R, R|. En particulier

too (k-1
R (x) = Y TI(n—i) a,x"*si|x| <RetkeN.
n=0 \i=0

Proposition 14 Soit } a,x" une série entiere de rayon de convergence R non nul et soit xg €] — R, R|
alors il existe une série entiere Y b,x" de rayon de convergence S au moins égal a |R| — |xp| et de
somme g telle que si x €] — R,R[N]xp — S,xo + S] alors f(x) = g(x —xp). De plus si n € N on a
b, = %f(”)(xo). Ainsi, si x,xp €] — R, R[ et |x — xo| < |R| — |x0|, alors

o0 o0 1
fx) = ;)anx" = Zoaf(n)(xo)(x—m)"-

Proposition 15 Soit ) a,x" une série entiere de rayon de convergence R non nul. Soit f la somme de
cette série entiere. On suppose que la suite (a,),en compte une infinité de termes non nuls. Alors si
x €] —R,R], la suite (f () (x))nen des dérivées successives de f en x compte une infinité de termes
non nuls.

Exemple 15 Soit f définie sur R par f(x) =0six <0et f(x) =exp(—1/x) six > 0. Alors la fonction
f est une fonction C* mais il n’existe série entiere ) a,x" de rayon non nul dont la somme coincide
avec f sur un intervalle ouvert qui contient 1’origine.
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Définition 22 Soit f : I — R une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert / de R. On dit
que f est développable en séries entiéres si pour tout xo € I il existe € > 0 et une série entiere ) b,x"
de rayon au moins égal a € et dont la somme g vérifie f(x) = g(x—xp) pour tout x € I tel |x —xp| < €.

Proposition 16 Si f : I — R est une fonction développable en séries entieres alors f est de classe C*
et ses dérivées successives sont aussi développables en séries entieres.

Proposition 17 Soit / et J deux intervalles ouverts non vides de R et soit f: I — J et g:J — R deux
fonctions développables en séries entieres. Alors la composée g o f I’est également.

Proposition 18 (Inversion locale et série enticre) Soit ) a,x" une série entiere de rayon de convergence
non nul et soit f sa somme. On suppose ap = 0 et a; # 0. Il existe alors € > 0 et une série entiere )b, x"
de rayon strictement positif et dont la somme g vérifie g(f(x) = f(g(x) = x pour tout x €] — €, €[.

Exemples 16 1) Si x €] — 1, 1] alors

2)Sioe R\Netetxe]—1,1] alors

T % x —n +oo n—1
(14xe=Y 2 a-ntlw_y (l!H(a—k)) o

=0 n.

3) Six € R alors

exp(x) = Y —-"
n=0
4)Six €] —1,1] alors
o0 1
In(1—x) = Z —x"
n:On
5) Six € R alors
_ Ry 1)" 1 2n : _ Ray 1)" 1 2n+1
COS(X) —r;)(— ) WX et SIH(X) = ’;)(— ) mx .
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Cette liste d’exercices est composée des exemples et des exercices
du polycopié et de quelques énoncés en lien avec ce dernier.

Exercice 1 Comparer brievement (N, +, X), (Z,+, x), (Q,+, X), (R, +, X), (C,+, x) et (Z/2Z,+, x).

Exercice 2 Soit (E,<g) et (F,<p) deux ensembles finis, de méme cardinal et totalement ordonnés.
Montrer qu’il existe une bijection strictement croissante de E dans F.

Exercice 3 Montrer qu’il n’existe pas de bijection strictement croissante de N muni de son ordre usuel
dans Z muni également de son ordre usuel.

1 Suites numériques

Exercice 4 (Exemple 1 du poly) Soit r € [0, 1]. On considere la suite numérique u = (u,),enN définie
par u, = r", c’est a dire définie par récurrence par ugp = 1 et si n € N, u,,+1 = r X u,. Montrer que si
r € [0, 1] 1a suite u est convergente de limite O et si r = 1 la suite u est convergente de limite 1.

Exercice 5 (Exemple 2 du poly) Montrer que si r € [0, 1] la suite numérique u = (uy,),eN définie par

vérifie pour tout n € N

et elle est convergente de limite

Exercice 6 (Propriété 4 du poly) Montrer que si une suite numérique u = (u,),eN est convergente il
existe un unique réel / tel que u = (u,),en est convergente de limite /.

Exercice 7 (Propriété 5 du poly) Montrer que si une suite numérique u = (u,)eN €st convergente
alors elle est bornée.



Exercice 8 (Exemple 3 du poly) Montrer que si r € R vérifie |r| > 1 alors la suite (7*),eN n’est pas
convergente.

Exercice 9 (Exemple 4 du poly) Soit (u,),en définie par u, = (—1)" x (1+ nlﬁ) Montrer qu’alors
liminf(u,),en = —1, limsup(uy,)pen = 1

et (up)nen n’a pas de limite.

2 Suites de fonctions numériques. Convergences simple et uni-
forme

Exercice 10 (Exemple 5 du poly) Si n € N on note f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par
fu(x) = x". Vérifier que la famille (f,,),en est une suite de fonctions numériques.

Exercice 11 (Exemple 6 du poly) Si n € N on note f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par
fn(x) = x". On note aussi f : [0,1] — R la fonction définie par f(x) =0 si x € [0,1] et f(1) = 1.
Montrer que la suite de fonctions ( f;,),eN converge simplement vers la fonction f.

Exercice 12 (Exemple 7 du poly) Si n € N on note f, la fonction numérique définie sur [0, 1] par
fn(x) = x". On note aussi f : [0,1] — R la fonction définie par f(x) =0 si x € [0,1] et f(1) = 1.

Montrer que la suite de fonctions ( f;,),eN ne converge pas uniformément vers la fonction f.

Exercice 13 (Exemples 8 du poly) Montrer que les fonctions rationnelles, les fonctions trigonomé-
triques, I’exponentielle, le logarithme, les sommes, produits et composées de fonctions continues ainsi
que les réciproques de fonctions continues injectives sont continues.

Exercice 14 (Exemple 9 du poly) Soit (a,)neN une suite de réels bornée (il existe K > 0 tel que pour
tout n € N |a,| < K). Montrer qu’alors pour tout x €] — 1, 1] il existe un réel f(x) tel que la suite

(fn (x> )neN déﬁnie par
k=0

est une suite convergente de limite f(x) et la fonction f ainsi définie sur | — 1, 1| est une fonction
continue.

Exercice 15 (Exercice 1 du poly) (d’apres Quercia) Soit o € R. Etudier les convergences simple et
uniforme de la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(x) = n%x(1 —x)".

Exercice 16 (Exercice 2 du poly) (d’apres Quercia) On pose f,(x) = x"(1 —x) et g,(x) = x" sin(7mx)
sineNetxe[0,1].

1) Montrer que la suite (f,,),en converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

2) En déduire qu’il en est de méme pour la suite (g,),eN (on peut utiliser la concavité de sin sur [0, 7).



Exercice 17 (Exercice 3 du poly) Sin € N on note f, la fonction affine par morceaux définie sur [0, 1]
de la fagon suivante. Si k € N et k < 2" alors la restriction de f a [, £51] est affine. Si x € [0, 1] est
de la forme x = % avec m € N et g € N et inférieur ou égal a n alors f,(x) = % Montrer que la
suite de fonctions (f;)sen est décroissante et converge simplement mais pas uniformément vers la

fonction f définie de la fagon suivante. Si x € [0, 1] est de la forme x = 2’36[“ avecmeNetgeN

alors f(x) = 5; et si x n’est pas de cette forme f(x) = 0.

Exercice 18 (Exemple 10 du poly) Montrer que I’ensemble Q des nombres rationnels est un sous-
ensemble dense de R.

Exercice 19 (Exercice 4 du poly) Montrer qu’il n’existe pas de suite ( f,),en de fonctions continues
définies sur R qui converge simplement vers la fonction indicatrice de Q, c’est a dire vers la fonction
définie sur R qui vaut 1 en tout rationnel et 0 en tout irrationnel.

Exercice 20 (Exercice 5 du poly) 1/ Si n € N on note f, la fonction de (—eo,0] dans R définie par
fn(x) = exp(x —n). Convergence simple, convergence uniforme de le suite (f,),en ?

2/ Sin € N on note f, la fonction de R dans R définie par f,(x) = exp(x —n). Convergence simple,
convergence uniforme de le suite (f;)nen?

Exercice 21 (Exercice 6 du poly) 1/ Montrer que sin € Netx € Rona

(x=0)"

n xk X
exp(x) = k;)ﬁ +/0 0 exp(t)dt.

2/ Montrer que si x € R la suite (#,),en définie par
n xk

u,; = —
|
= k!

converge vers exp(x).
3/ Montrer que si K > 0 la suite de fonctions (f,),eN définies sur [—K, K] par
n .k

flo=Y 2

o

= k!
converge uniformément vers la restriction de exp a [—K, K]
4/ Montrer que la suite de fonctions (g,),en définies sur R par

gn(x) = -

ey
= k!

ne converge pas uniformément vers 1’exponentielle.

Exercice 22 (Exercice 7 du poly) (d’aprés Ramis, Deschamps, Odoux)

Convergence simple, convergence uniforme de (f,,),en définie de la fagon suivante.
2 /3

t
Cas 1. Sin € Nalors f, (1) = 1’1 st > 0et flt) =

sit <O0.
n 14+n
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Exercice 23 (Exercice 7 du poly, suite) Cas 2. Sin € Nett € [0,7] alors f,(t) = ncos"(t)sin(z).

__sin(nt)

Exercice 24 (Exercice 7 du poly, suite) Cas 3. Si n € N alors f,(0) =0 et f,(¢) = v lorsque
n
t € R™.
sin® (nmt)
Exercice 25 (Exercice 7 du poly, fin) Cas 4. Sin € N alors f,(t) = W siteR\Zet f,(k) =0
n

sikeZ.

Exercice 26 (Exercice 8 du poly) (d’apres Ramis, Deschamps, Odoux)
1) Montrer que sit € Ron a

lim (1+5>n= lim (l—£>7n:exp(t).

n—y+oo n n—y—+oo n

2) Soit, si n € N*, f,, : R — R définie par

t n
Su(t) =exp(t) — (1 + —) sit>—n
n
Su(t) =exp(t) sit < —n.
a) Montrer que si n € N* la restriction de f,, a [0,4o0) est croissante et en déduire que (f;)nen
converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [0,a] avec a € [0, +o0).

b) Montrer que si n € N* la restriction de f, & (—eo, 0] est positive, atteint son maximum en un point
X, et que la suite de points (x;,),en+ admet —2 pour limite.

¢) Montrer que (f;)nen+ converge uniformément sur (—oo, 0].

Exercice 27 (Exercice 9 du poly) (d’aprés Ramis, Deschamps, Odoux)

1) Convergence simple, convergence uniforme de la suite (f,;),en de fonctions définies sur [0, 1] par
Ju(t) =nt(1—1)".
2)SineNett e [0,1] on pose g,(t) = nf,(r). Sit €l0,1] on note g(r) = liIJIrl gn(t).
Nn—r—+o°
Comparer

1 1
/ g(t)dret lim [ g, (t)dt.
0

n—+oo J(

3 Régularité

Exercice 28 (Exercice 10 du poly) Soit K > 0. Sin € N on note f;, la fonction définie sur | — K, K| par

n .k

Sl =Y 2

=)
= k!
1/ Montrer que la suite (f;),en converge uniformément vers une fonction f.
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2/ Montrer que si n € N la dérivée f,, 1’ de la fonction f,, | vaut f,, : fui1' = fo.

3/ Montrer que f est dérivable et vérifie f/ = f. Si la suite de fonctions (f;,),eN converge uniformé-
ment vers une fonction f alors la suite (/,),eN admet une limite / éventuellement infinie et cette limite
[ est la limite de la fonction f en a.

4 Séries numériques

Exercice 29 (Remarque 2 du poly) Montrer que si la série numérique ) u, est convergente alors la
suite (u,)neN tend vers 0.

Exercice 30 (Exemple 11 du poly) Soit r € R. Montrer que la série ) 7" est convergente si et seulement
si r €] — 1, 1[. Montrer que sa somme vaut alors

+oo
e
n=0

Exercice 31 (Exemple 12 du poly) Soit r € R. Montrer que la série } 7" est absolument convergente
si et seulement si r €] — 1, 1].

—1)"
Exercice 32 (Exemple 13 du poly) Montrer que la série Y, u est convergente mais pas absolument
n

convergente.

Exercice 33 (Remarque 3 du poly) Soit Y u, une série numérique. Montrer que si ) u, est absolument
convergente alors elle est de Cauchy donc convergente.

Exercice 34 (Exercice 11 du poly) Convergence ou divergence des séries suivantes :

1) Zla avec o € R,
)Y

n“ln Z@inGop Avee & BeR.
5 Séries de fonctions. Convergences simple, absolue, uniforme,
normale

Exercice 35 (Exemple 14 du poly) Montrer que si K € R et si (f,),en est la suite de fonctions définies
sur | — K, K[ par f,(x) = x" alors la série ) f, de terme général f, est la suite (S,),en de fonctions
définies sur | — K, K[ par

ixe|l—K,K|.
T2 six €] K|

Exercice 36 (Remarque 4 du poly) Montrer que si la série de fonctions ) f,, définies sur un sous-
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ensemble E de R converge uniformément alors les fonctions f,, sont bornées a partir d’un certain rang
etde plus lim sup|f,(x)|=0
n—+e g

Exercice 37 (Exercice 12 du poly) 1) Trouver Y f,, qui converge simplement mais ni absolument, ni
uniformément.

2) Trouver Y’ f, qui converge uniformément mais pas normalement.

3) Trouver Y’ f,, qui converge absolument mais pas normalement.

6 Séries entieres

Exercice 38 (Exercice 13 du poly) 1) Montrer que le rayon de convergence de ) x" est 1.
2) Montrer que le rayon de convergence de Z —x"est 1.

3) Montrer que le rayon de convergence de ) n!x" est 0.

Exercice 39 (Exemple 15 du poly) Soit f définie sur R par f(x) =0 six < 0et f(x) =exp(—1/x)
si x > 0. Montrer qu’alors la fonction f est une fonction C* mais qu’il n’existe pas de série entiere
Y a,x" de rayon non nul dont la somme coincide avec f sur un intervalle ouvert qui contient I’origine.

Exercice 40 (Exemples 16 du poly) 1) Montrer que si x €] — 1, 1] alors

—
J’_
8

2) Montrer que si & € R\ Netetx €] —1,1] alors

T g x..- X —n n—1
S A Z<1H )>xn.

n=0 0

Exercice 41 (Exemples 16 du poly, suite) 3) Montrer que si x € R alors

+o0 1
exp(x) = Z Ex”.
n=0"""
4) Montrer que si x €] — 1, 1] alors
teoq
In(l —x) = Z —x"
n=0"

_ = 1" 1 2n = 1)" 1 2n+1
COS(X)_,E)(_ ) (2n)!x et sin(x) = n;)(— ) mx :



