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Ce document, encore en phase de construction, est une introduction & |'étude des
courbes et des surfaces. Il est formé de deux parties, la premiére contient des rappels
théoriques et la seconde est consacrée aux courbes et aux surfaces.

Texte produit avec LaTeX, Geogebra, Figdtex, Python, papier et crayon.

Programme

Courbes

Courbes réguliéres. Donner plusieurs exemples. Changement de paramétre
admissible.

Vecteur tangent, longueur d'une courbe et abscisse curviligne.

Vecteur normal, courbure.

Produit vectoriel. Triedre de Serret-Frénet et torsion.

Exemples de courbes en coordonnées polaires.

Surfaces

Surfaces réguliéres. Donner plusieurs exemples (surfaces de révolution).

Plan tangent, vecteur normal et application de Gauss. Premiére forme fondamentale

et aire d'une surface.
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Premiére partie

Rappels théoriques

1 Espace vectoriel, espace affine, espace vectoriel

euclidien, espace affine euclidien

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1 Un espace vectoriel sur R, ou R-espace vectoriel, ou encore,en
sous-entendant R, un espace vectoriel, est un triplet (E, +, -) qui Vérifie les
propriétés suivantes :

- E est un ensemble non vide;

-+ : E X E — E est une loi de composition interne ;

-+ R x E — E est une loi externe;

- le couple (E, +) est un groupe commutatif;



- la loi externe - est distributive par rapport a la loi de composition interne +

A-(a+b)=X-a+A-b AN+p)-a=X-a+pu-a

sia,be Eet \,ueR;
- |la loi externe - vérifie une associativité mixte et posséde un bon comportement vis

a vis de 1 qui est 'unité de R

A(p-a)=Au)-a l-a=a

siac Eet \,ueR.

Remarque 1.1 Si dans la définition précédente on remplace R par un corps
commutatif K on obtient la définition d'un K-espace vectoriel, dit aussi espace

vectoriel sur K.

Définition 1.2 Une algébre sur un corps commutatif K est la donnée d'un
quadruplet (A, +, -, X) tel que (A, +, ) soit un K-espace vectoriel et (A, +, X) soit

un anneau. Elle est dite commutative si X est commutative.

Convention 1.1 Dans ce cours, sauf exception explicitement indiquée, il sera
toujours question de R-espace vectoriel. Aussi le corps R ne sera pas explicitement

nommé et on parlera d'espace vectoriel.

Remarque 1.2 La loi externe est appelée multiplication par un scalaire. Souvent

on ne la note pas.
Définition 1.3 Les éléments d'un espace vectoriel sont appelés vecteurs.

Exemple 1.1 Le triplet ({0}, +, x) est un R-espace vectoriel.
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Exemple 1.2 Le corps commutatif (R, +, x) est lui-méme un R-espace vectoriel.

Ici la loi - est la loi x.

Exemples 1.3 o Etant donné n € N, si on pose

x+y=014+y1, 0 Xat+ Vo)

Ax=(AX X1, .., A X X)

quels que soient x = (x1,...,x,) € R", y = ()1, ..., ¥n) € R" et A € R alors
(R",+, -) est un R-espace vectoriel.

e Si on pose

u+ v = (Uy+ Vp)nen,

A-u= (A X Uy)neN

quels que soient u = (up)nen € RN, v = (v,)nen € RN et X € R alors (RN, +, )
est un R-espace vectoriel.

e Si E est un ensemble et si on pose

(f +g)(x) = f(x) +g(x) si x € E,

(A-f)(x)=Axf(x)sixeE

quelles que soient les applications f € RE, g € RE et X € R alors on définit sur
I'ensemble RE des applications de E dans R une structure d'espace vectoriel :

(RE, 4, ) est un R-espace vectoriel.

e Si E est un ensemble le quadruplet (RE, +, -, X) ol X désigne la multiplication de

fonctions numériques est une algébre commutative.



e Si E est un ensemble, si F est un espace vectoriel et si on pose

(f +g)(x) = f(x) +g(x) si x € E,

A F)x)=Axf(x)sixe€eE

quelles que soient les applications f € FE, g € FE et A\ € R alors on définit sur
I'ensemble FE des applications de E dans F une structure d'espace vectoriel :
(FE,+,-) est un R-espace vectoriel.

e Si E est un espace vectoriel alors I'ensemble (EE, +,+,0), ot o désigne la

composition des applications de E dans E, est une algébre, non commutative si

E # {0},

1.2 Base d’'un espace vectoriel

Définition 1.4 Une famille indexée (v;);e; de vecteurs d'un espace vectoriel
(E,+,-) est dite génératrice si pour tout v € E, il existe un sous-ensemble fini J de

| et pour tout j € J un réel \; tels que

V= Z)xjvj.

jed
Définition 1.5 Une famille indexée (v;);e; de vecteurs d'un espace vectoriel
(E, +, ) est dite libre si pour tout sous-ensemble fini J de I et pour tout
(\)jes € R’ I'égalité

0=> Ay

jed

ot 0 est le neutre de (E, +) implique que tous les \; sont nuls.

Définitions 1.6 Une famille (v;);c/ est dite liée lorsqu'elle n'est pas libre. Deux



vecteurs sont dits colinéaires lorsqu’ils forment une famille liée. L'un est alors obtenu
en multipliant 'autre par un scalaire. Si ce scalaire est positif ou nul les deux

vecteurs sont dits colinéaires et de méme sens.

Définition 1.7 On appelle base d'un espace vectoriel une famille indexée de

vecteurs qui est génératrice et libre.

Notation 1.1 Soit / un ensemble. Alors on pose d;; = 0 pour tous les i, j € [ tels

que | # j et 6; = 1 pour tout i € I.

.....

base de R" appelée base canonique de R".
Théoreme 1.1 Un espace vectoriel posséde au moins une base.

Proposition 1.1 Si(v;)e; est une base d'un espace vectoriel (E,+,-) alors, pour

tout v € E il existe un unique J C | et un unique (\;)jc; € R’ tel que
V= Z Ajv;.
jed
La famille (\j)jes forme les coordonnées de v dans la base (v;)ic;.

Définition 1.8 Un espace vectoriel qui posséde une base de cardinal fini est dit de

dimension finie. Sinon il est dit de dimension infinie

Théoreme 1.2 Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont

méme cardinal.

1.3 Sous-espace vectoriel

Définition 1.9 Si (E, +, -) est un espace vectoriel de dimension finie, sa
dimension, noté dim(E) est le cardinal commun & toutes ses bases.
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Définition 1.10 Un sous espace-vectoriel d'un espace vectoriel (E, +, ) est un
sous-ensemble non vide de E, stable par addition et par multiplication par un

scalaire et tel que les deux lois induites lui conférent une structure d’espace vectoriel.

Proposition 1.2 Soit (E,+, ) un espace vectoriel. Un sous-ensemble F de E est
un sous-espace vectoriel si et seulement s'il est non vide et quel que soit

(u,v,\) € F? x R les vecteurs u+ v et \u appartiennent a F.

Proposition 1.3 Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie
égale a n est aussi de dimension fine et celle-ci est au plus n. Si elle vaut n alors le

sous-espace vectoriel est égal a |'espace vectoriel.

1.4 Application linéaire

Définition 1.11 Une application linéaire est une application f : E — F entre
deux espaces vectoriels (E, +, ) et (F, 4+, -) qui vérifie les conditions suivantes : si
u,v e EetAeRalors f(u+v) = f(u)+ f(v) et f(Au) = Af(u). Son noyau
ker(f) est I'image réciproque f1(0) du vecteur nul de F et son image Im(f) est

I'ensemble image f(E).

Proposition 1.4 Sif : E — F est une application linéaire alors I'image f(E’) d'un
sous-espace vectoriel E' de E est un sous-espace vectoriel de F et I'image réciproque

f~Y(F') d'un sous-espace vectoriel F' de F est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.12 Une forme linéaire est une application linéaire d'un espace

vectoriel E dans R.

Proposition 1.5 Sif: E — F et g : E — F sont deux applications linéaires et si
A € R alors la somme f + g et le produit \f le sont aussi.
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Proposition 1.6 L’'ensemble des applications linéaires d'un espace vectoriel E
dans un espace vectoriel F, muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire,

est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (FE, +,-).

Exemple 1.5 L'ensemble E* des formes linéaires définies sur un espace vectoriel E

est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel (RE, +,-).

Proposition 1.7 Sif : E — F et g : F — G sont deux applications linéaires alors

la composée g o f I'est aussi.

Proposition 1.8 La réciproque f~! d'une application linéaire bijective f : E — F

est une application linéaire.

Proposition 1.9 [ ’ensemble des applications linéaires d'un espace vectoriel E
dans lui-méme, muni des lois internes + et o et de la multiplication par un scalaire,
est une algébre, non commutative si la dimension de E est supérieure ou égale a 2.

L'identité de E qui est une application linéaire est |'élément neutre pour o.

Proposition 1.10 L'ensemble des applications linéaires inversibles d'un espace
vectoriel E dans lui-méme, muni de la loi de composition des applications, est un

groupe, non commutatif si la dimension de E est supérieure ou égale a 2.

Proposition 1.11 Une application linéaire f : E — F est totalement déterminée

par la connaissance de son action sur une base de |'espace de départ.

Proposition 1.12 Le noyau et I'image d’'une application linéaire sont des

sous-espaces vectoriels de ['espace de départ et de I'espace d'arrivée.

Théoreme 1.3 Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces
vectoriels de dimensions finies. Alors dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).
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Corollaire 1.1 Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces
vectoriels de dimensions finies. Alors f est bijective si et seulement si d'une part les

deux espaces ont méme dimension et d autre part f est injective ou surjective.

Proposition 1.13 Une application linéaire est injective si et seulement si son

noyau est réduit au singleton {0}.

1.5 Matrice d'une application linéaire

Définition 1.13 Soit n, m € N. Une matrice (n, m) est un élément

Définition 1.14 Soit n, m, p € N. Le produit C = A x B de deux matrices
A = (ajj)ictr..mp € Mym(R) et B = (ajx) jeqr..y € Mpp(R) est la matrice
Jje{1,...n} ke{1,...p}

C = (cik)icqr..my € Mpp(R) définie par

ke{l,...,p}
m
Cik = Za,-jbjk pour i € {1,....,m}et k € {1,..., p}.
j=1
Proposition 1.14 Si n € N alors la loi x confére 8 M,,(R) une structure

d’algebre, non commutative si n > 2.

Proposition 1.15 On considére f : E — F une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies n et m. Soit b = (w1, ..., v,;) une base de E et

b= (i, ..., V) une base de F. Alors la matrice A = (aj)icir...my dont les colonnes

je{L,....n}

sont les coordonnées des images f(v;) dans la base b détermine f de facon

biunivoque. Elle est appelée matrice de f relativement aux bases b et b et est notée

Mat()E.



Proposition 1.16 Si E est un espace vectoriel de dimension n alors I'espace

vectoriel E* est aussi de dimension n.

Remarque 1.3 Si b est une base d'un espace vectoriel E de dimension finie n
alors la matrice Mat(/dg)? de I'identité de E relativement a la base b est la matrice

diagonale I, = (6jj)icq..mp avec 0 =1l et §; =0si i #

jelin
(1 o --- 0\

\0 0 --- 1)

Proposition 1.17 On considére f : E — F et g : F — G deux applications
linéaires entre des espaces vectoriels de dimensions finies. Soit b une base de E, b

une base de F et b une base de G. Alors
Mat(g o f)% = Mat(g)% X I\/Iat(f)g.

Définition 1.15 Si b et b sont deux bases d'un espace vectoriel E de dimension
finie alors la matrice Mat(/dg)g de I'identité de E relativement aux bases b et b

s'appelle matrice de changement de base.

Proposition 1.18 Si b et b sont deux bases d'un espace vectoriel E de dimension
finie alors la matrice de changement de base Mat(Idg)? permet d'exprimer les
coordonnées d'un vecteur v relativement a la base b a partir de ses coordonnées

relativement a la base b.

Proposition 1.19 Si b et b sont deux bases d’un espace vectoriel E de dimension

10



finie alors les matrices de changement de base Mat(Idg)® et Mat(ldg)g vérifient
Mat(/dg)? x Mat(ldg)} = Mat(Idg)8 = I,.

Proposition 1.20 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies,
f : E — F une application linéaire bijective, b une base de E et b une base de F.

Alors E et F possédent la méme dimension n et

= Mat(f)2 x Mat(f )2

Mat(f )2 x Mat(f)5 = Mat(Idg)5 = I, = Mat(/d¢) b,

lextie k]

1.6 Déterminant

Définition 1.16 Soit £ un espace vectoriel et p € N*. Une p-forme linéaire
antisymétrique © est une application © : EP — R linéaire par rapport a chaque
facteur et telle que si o est une permutation de {1, ..., p} de signature £(o) et si

(v, ..., v,) € EP alors

@(Vg(l), ey Va(p)) = (—1)8(0)@(V1, ey Vp).

Proposition 1.21 Soit E un espace vectoriel et p € N*. L'ensemble des p-formes

linéaires antisymétriques de E est un sous-espace vectoriel de (REP, +, ).

Théoreme 1.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n. L’espace vectoriel des

n-formes linéaires antisymétriques de E est de dimension 1.

Définition 1.17 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Si b est une base E il
existe une une seule n-forme linéaire et antisymétrique de E qui prend la valeur 1 en
b. Cette n-forme est appelée déterminant relativement a la base b et elle est notée
dety. Elle est caractérisée par I'égalité dety(b) = 1.

11



Proposition 1.22 Soit E un espace vectoriel de dimension n et b est une base E.

Si (w1, ..., vp) n'est pas une famille libre alors le déterminant detp(vy, ..., v,,) est nul.

Définitions 1.18 Soit E un espace vectoriel de dimension n et b = (by, ..., by)
une base de E.

e Le déterminant d'une famille de n vecteurs vy, ..., v, de E relativement a la base b
est le nombre dety(vy, ..., v,).

e Le déterminant det,(f) d'une application linéaire f de E dans lui-méme
relativement a la base b est le déterminant dety(f(by), ..., f(b,)) de la famille des n

vecteurs f(by), ..., f(by) relativement a la base b.

Exemple 1.6 Si E est un espace vectoriel de dimension finie et b une de ses bases

alors detp(ldg) = 1.

Proposition 1.23 On considére f et g deux applications linéaires d’un espace

vectoriel E de dimension finie dans lui-méme et soit b une base de E. Alors

dety(g o f) = detp(g) x detp(f).

Corollaire 1.2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, b une base de E et f

une application linéaire bijective de E dans lui-méme. Alors

dety(f 1) x detp(f) = 1.

Proposition 1.24 Si E est un espace vectoriel de dimension n et b une de ses
bases alors le déterminant detp(vy, ..., v,) des n vecteurs i, ..., v, relativement 3 la

base b est non nul si et seulement si la famille (vy, ..., v,)) est libre.

Proposition 1.25 Si b, b et b sont trois bases d'un espace vectoriel E de
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dimension n alors

dety(b) = det;(b) x det,(b).

Jje{1,...,n}

Définition 1.19 Le déterminant det(A) d’une matrice A = (ajj)icq...n est le

..........

relativement a |la base canonique de R”.
Exemple 1.7 Si n € N* alors det(/,) = 1.

Proposition 1.26 On considére A et B deux matrices carrées (n, n). Alors
det(A x B) = det(A) x det(B).
Corollaire 1.3 Soit A une matrice carrée (n, n) et inversible. Alors
det(A™) x det(A) = 1.

Théoréme 1.5 Le déterminant det(A) d’une matrice A = (ajj)icq..my et le

je{1,...n}

déterminant det(A™) de sa transposée A" = (aj,-),-e? g sont égaux :
j€{1l,...,n

det(A) = det(A").

1.7 Orientation

Définition 1.20 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une base b définit

la méme orientation de E qu’une base b si det,(b) > 0.

Proposition 1.27 Définir la méme orientation d'un espace vectoriel de dimension

finie est une relation d’'équivalence qui posséde exactement deux classes.
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Exemple 1.8 Si b = (by, ..., b,) est une base d'un espace vectoriel E de dimension
finie et si o est une permutation de {1, ..., n} alors b définit la méme orientation de

E que b, = (by(1), ---, bs(n)) si et seulement si la signature £(c) de o vaut 1.

Définition 1.21 Un espace vectoriel orienté est un espace vectoriel pour lequel

une orientation a été choisie.

Exemples 1.9 e La droite vectorielle (R, +, -) admet deux orientations, celle
définie par la base by = (1) dont I'unique vecteur est 1, et cette définie par la base
b1 = (—1) dont l'unique vecteur est —1.

e Le plan vectoriel (RZ, +, - -+ ) admet deux orientations, celle définie par la base

((1,0),(0,1)) et celle définie par la base ((1,0), (0, —1)).

Définition 1.22 Soit (E, +, -) un espace vectoriel orienté donc munie d'une
orientation. Une base est dite directe si elle définit cette orientation, sinon elle est

dite indirecte.

1.8 Espace vectoriel euclidien

Définition 1.23 Un espace vectoriel euclidien est un quadruplet (E, +,-, <, >)
ot (E,+,-) est un R-espace vectoriel et <, > est un produit scalaire. Ceci signifie
que < , > est une application de E x E dans R telle que si u, v, w € E et

A, 1€ Ralors

e 0<<v,v>et<v,v>=0sietseulementsi v=0;

oV, Ww>S=< W,V >;

o < \NU+puv,w>S=A<uw>+u<v,w>.

Proposition 1.28 S/ v et w sont deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien
(E,+,-, <, >) alors :
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o< vH+w,v+tw>S=<v,v>H2<<v,w>+ < ww >

o /< v+w,v+w>< /v, v>+ /< w,w> etlégalité na lieu que si v et

w sont colinéaires et de méme sens

o <v,w > /< Vv, v> X< w,w> et/égalité n'a lieu que si v et w sont

colinéaires et de méme sens.

Définition 1.24 Deux vecteurs u et v d'un espace vectoriel euclidien sont dits

orthogonaux si leur produit scalaire est nul : < u, v >=0.

Exemple 1.10 On munit (R”, +, -) d'une structure d'espace vectoriel euclidien en

posant
n
<vVv,w >= Z Vi W;
i=1

pour tout v = (v, ..., v,) € R" et w = (wy, ..., w,) € R".

Définition 1.25 Si (E, +,-, <, >) est un espace vectoriel euclidien, la norme

euclidienne associée est |'application notée || - || qui & v € E associe

V|| =< v, v>.

Proposition 1.29 Sj v et w sont deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien est
un quadruplet (E,+,-, <, >) alors :

o v+ w2 = [[VIP+2 < v, w > +]w];

o ||v+w| <||v||+ ||w]| et I'égalité n'a lieu que si v et w sont colinéaires et de
méme sens;

o < v,w ><||v|| X ||w]|| et ['égalité n'a lieu que si v et w sont colinéaires et de

méme sens.

Définition 1.26 Si u et v sont deux vecteurs non nuls d'un espace vectoriel
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euclidien on définit le cosinus cos(u, v) de u et v par

<u,v >

cos( v) = Tl

et le sinus sin(u, v) de u et v par

sin(u, v) = v/1 — cos?(u, v).

Remarque 1.4 Ces définitions imposent au sinus d’'étre positif ou nul

contrairement a la définition classique du sinus en dimension 2.

Définition 1.27 Un vecteur d'un espace vectoriel euclidien est dit unitaire si sa

norme est 1.

Proposition 1.30 Si (E, +,-, <, >) est un espace vectoriel euclidien de
dimension n il posséde une base orthonormale, c'est a dire une base b = (b, ..., by)
telle que pour tout (i,j) € {1,...,n}?> on a < v;, vj >= 0 : les vecteurs de la base

sont orthogonaux et unitaires.

Proposition 1.31 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n et b une base orthonormale de E. Soit V € E et W € E. Si les coordonnées de V/

dans la base b sont (v1, ..., v,) et celles de W sont (wy, ..., w,) alors

n
<V, W >= Z Viw;.
i=1

Corollaire 1.4 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension n

et b une base orthonormale de E. Soit V€ E. Si les coordonnées de V' dans la base
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b sont (vi, ..., v,) alors

VIl =

et les inégalités suivantes sont vérifiées :

1 <V < X ;
,-EET,?}”}“"' <|IV]|<+/n ,-e?f?ffn}“”

Proposition 1.32 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n. 5i V € E alors 'application qui a W € E associe le produit scalaire < V., W >

est une forme linéaire notée V*.

Proposition 1.33 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n. Alors l'application qui 3 V € E associe V* € E* est une application linéaire

bijective.

Corollaire 1.5 Soit (E, +,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension n
et b une base orthonormale de E. Si | € E* est une forme linéaire alors il existe un
et un seul vecteur V€ E tel que | = V*. L’application ainsi définie de E* dans E

est une application linéaire qui est la réciproque de celle qui a V € E associe V*.

Définition 1.28 Soit (E, +,, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension n
et F un sous-espace vectoriel de F. L'orthogonal F* de F est I'ensemble des

vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de F :
Fr={uc ENvEF <uv>=0.

Proposition 1.34 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n. Si F est un sous-espace vectoriel de F alors son orthogonal F* est un
sous-espace vectoriel de dimension n — p de E et F = (F*)*.
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Définition 1.29 Soit (E,+,, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n. Une isométrie vectorielle f est une application linéaire de E dans E qui préserve

le produit scalaire : pour tout (v, w) € E?
< f(v), f(w) >=<v,w>.

Proposition 1.35 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n.Sif:E— E etg:E — sont des isométries vectorielles alors la composée g o f

est une isométrie vectorielle.

Proposition 1.36 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n et b une base orthonormale de E. Si f est une isométrie vectorielle alors I'image

b = f(b) de b par f est une base orthonormale de E.

Proposition 1.37 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n et b une base orthonormale de E. Si f est une isométrie vectorielle et A sa
matrice relativement a la base b alors A" x A = I,,. En particulier f est une

bijection, sa réciproque est une isométrie vectorielle et det,(f) = £1.

Proposition 1.38 L ’ensemble des isométries vectorielles d'un espace vectoriel E
dans lui-méme, muni de la loi de composition des applications, est un groupe, non

commutatif si la dimension de E est supérieure ou égale a 2.

Proposition 1.39 Les isométries vectorielles de R?> muni de sa structure
euclidienne canonique sont de deux types, les rotations, de déterminant 1 et qui
respectent ['orientation, et les réflexions euclidiennes, de déterminant —1 et qui

inversent ['orientation. Les matrices de rotation, relativement a la base canonique de

cos(f) —sin(6)

R? sont les matrices de la forme avec 0 € R. Les matrices de

sin(f) cos(6)
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réflexion euclidienne, relativement a la base canonique de R? sont les matrices de la

cos(f) sin(6)

forme avec 0 € R.

sin(f) — cos(0)
1.9 Produit vectoriel

Définition 1.30 Soit (E, +,, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension n
et b une base orthonormale de E. Si (vi, ..., v,_1) est une famille de n — 1 vecteurs
de E alors I'application / qui a v € E associe /(v) = detp(vy, ..., V4_1, v) est une

application linéaire /. Il existe donc un unique V € E tel que | = V*. Le vecteur V
ainsi défini s'appelle le produit vectoriel de (v, ..., v,_1) relativement a la base b et

il est noté vy Ap ... Ap Vp_1.

Proposition 1.40 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n, b une base orthonormale de E et f une isométrie vectorielle. Si (vi, ..., v,—1) est

une famille de n — 1 vecteurs de E alors
f(Vl Np ... \p V,,_l) = f(Vl) Np ... \p f(Vn_l).

Proposition 1.41 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien de dimension
n et b une base orthonormale de E. Alors I'application de E"! dans E qui a

(Vi, ..., Vo_1) € E"Y associe vi Ap ... Ap V,_1 est une application multilinéaire et
antisymétrique. Si b est une base orthonormale alors b et b définissent le méme
produit vectoriel si elles définissent la méme orientation et elles définissent des

orientations opposées si elles ne définissent pas la méme orientation.

Définition 1.31 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel euclidien orienté. On

appelle produit vectoriel le produit vectoriel défini & partir de I'une quelconques de
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ses bases orthonormales représentant son orientation.

Proposition 1.42 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel orienté de dimension
3. Si u et v sont non colinéaires alors le produit vectoriel u A\ v est l'unique vecteur
orthogonal a u et v qui vérifie ||u A v|| = sin(u, v) - ||u|| - ||v|| et (u, v, u A V) base

directe.

Proposition 1.43 Soit (E,+,-, <, >) un espace vectoriel orienté de dimension

3. Alors

uANv+vAu=0,

e <uuNv>=<v,uhv)=0,

e uN(VAW)=<uw>v—<uv>w,

o (UNV)AW=<uw>Vv—<V,w>u,

e uN(VAW)+VvA(WAuU)+wA (uAv) =0 (identité de Jacobi)

o [|u Av][P+ < u v >P=lul v

1.10 Espace affine

Définition 1.32 Soit £ un espace vectoriel. Un espace affine dirigé par E est la

donnée d'un ensemble &£ et d'une application de E x & dans &,

(v, x) eExE—rx+vel

et vérifiant les propriétés suivantes :

o (x+v)+w=x+(v+w)sixefetv,wekE,

e 3 x € & fixé, I'application v € E +— x + v € & est une bijection.
Les éléments de & sont appelés des points.

La dimension de &£ est par définition celle de E.
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Remarque 1.5 La notation + n’est pas a confondre avec I'addition de vecteurs

également notée avec ce symbole.

Définitions 1.33 e Une droite affine est un espace affine de dimension 1

e Un plan affine est un espace affine de dimension 2.

Définition 1.34 Des points d'un espaces affines sont dits alignés s'ils

appartiennent 3 la méme droite affine.

Définitions 1.35 Soit £ un espace affine dirigé par un espace vectoriel E.

e | 'espace E s'appelle direction de &.

e Si v € E l'application t, : x € £ — t,(x) = x + v € £ s'appelle translation de
vecteur v. Siv,w € E alors t,,, = t, o t,.

e Si x,y € & alors I'unique vecteur v € E tel que y = x + v est noté )Tf/

Exemples 1.11 e Un espace vectoriel est un espace-affine dirigé par lui-méme.

e Si a € RP alors on munit le sous ensemble £ = {(a, u)|u € R} de RP*9 d'une
structure d'espace affine dirigé par I'espace vectoriel R en posant, si x = (a,u) € £
etveRI t,(x)=x+v=_(au+v)

e Si E est un espace vectoriel, F C E un sous-espace vectoriel et a € E alors
I'ensemble F = {a + v|v € F} est un espace affine dirigé par F.

e Si a et b sont deux points distincts d'un espace affine £ alors I'ensemble
dap = {a+ t%]t € R}

est la droite affine qui passe par a et b.

e Si a=(x,,Y¥,) et b= (xp, y») sont deux points distincts de R? alors la droite
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affine 0,5 qui passe par a et b est donnée par

b= {(x,y) € R2’()’b — ¥a)(X = Xa) — (X6 — xa)(y — ya)}.

Définition 1.36 Soit £ un espace affine dirigé par un espace vectoriel E. Sia € &€

et si F est un sous-espace vectoriel de E alors le sous-ensemble F de & défini par
F={a+vlveF}

est appelé sous-espace affine dirigé par F.

Remarque 1.6 Un sous-espace affine posséde naturellement une structure

d’espace affine.

Définition 1.37 Deux sous-espaces affines d'un espace affine sont dits paralléles

s'ils ont méme direction.

Définition 1.38 Un repére affine d’un espace affine £ est un couple (a, b) ou a

est un point de £ et b une base de la direction E de £.

Définition 1.39 Soit £ un espace affine de direction E et soit (a, b) un repeére
affine. Si x est un point de E, ses coordonnées dans le repére affine (a, b) sont les

coordonnées dans la base b de I'unique vecteur v de E tel que x = a+ v = t,(a).

Définition 1.40 Une application affine ¢ : £ — F entre deux espaces affines &£ et
F est une application vérifiant les propriétés suivantes. Il existe une application
linéaire f : E — F entre les directions E et F de &£ et F telle que si a, b € £ alors
¢(a)7(b§ = f(%). L'application linéaire f est appelée |'application linéaire associée

a ¢ ou partie linéaire de ¢.
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Proposition 1.44 Une application affine préserve I'alignement et le parallélisme.

Proposition 1.45 Si ¢ : £ — F est une application affine et f I'application
linéaire associée alors I'image ¢(E') d'un sous-espace affine £ dirigé par E' de £ est
un sous-espace affine de F dirigé par f(E') et I'image réciproque f1(F') d'un
sous-espace affine F' dirigé par F' de F est un sous-espace vectoriel de E dirigé par

FL(F).

Proposition 1.46 La composée 1) o ¢ : £ — G de deux applications affines

¢:E— Fety: F — G est une application atfine.

Proposition 1.47 [ 'ensemble des applications affines d'un espace affine £ dans
lui-méme, muni des lois internes + et o et de la multiplication par un scalaire, est
une algébre, non commutative si £ n'est pas réduit a un point. L'identité de £ qui

est une application affine est ['élément neutre pour o.

Proposition 1.48 La réciproque d’une application affine bijective est une

application affine.

Proposition 1.49 [ ‘ensemble des applications affines bijectives d'un espace affine
E dans lui-méme, muni de la loi de composition des applications, est un groupe, non

commutatif si £ n'est pas réduit a un point.

Proposition 1.50 Soit F un sous-espace affine d'un espace affine £, a un point
de F et soit b= (b, ..., by) une base de sa direction F. Alors I'application
¢ : R — & définie par

d
qb(tl, ey td) =a-+ Z tib;
i=1

si (t1, ..., ty) € RY est une bijection affine entre RY et F appelée paramétrisation

affine de F.
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Définition 1.41 Un espace affine est dit orienté si sa direction est orientée

Définition 1.42 Soit aq, ..., a4 des points d'un espace affine £ et ty, ..., ty des
d

réels qui vérifient Z t; = 1. On appelle barycentre des points ay, ..., a4 affectés des
i=1

d d
poids ty, ..., ty I'unique point b également noté Z t;a; tel que Z t,-ﬂ =0.
i=1 i=1

1.11 Convexité

Définition 1.43 Un sous-ensemble / d'un espace affine £ est un segment s'il

existe a, b € £ tels que
=
I ={xe&Ftel0,1] (1 —t)ax+ tbx = 0}.

Autrement dit le segment [a, b] est I'ensemble des barycentres de a et b affectés de

poids positifs.

Définition 1.44 Un sous-ensemble C d’'un espace affine £ est dit convexe si quel

que soit (a, b) € C le segment [a, b] est inclus dans C

Exemples 1.12 e Les intervalles de R sont les convexes de R.
e Les carrés |0, 1[? et [0, 1] sont des convexes de R?.
n n
e Le produit H]a,-, bi[ et le produit H[a,-, bi] avec a; < by,...,a, < b, sont des
convexes de Il?z”l -

e Sia= (a1, ...,a;,) € R" et R € R", la boule ouverte B,(a, R) de centre a et de

rayon R définie par
Ba(a, R) = {x = (x1,.... x,) € R"| D (x — a)* < R}
i=1

est un convexe de R".
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eSia=(al,..,a,) €R"et R € R* la boule fermée B,(a, R) de centre a et de

rayon R définie par

n
By(a, R) = {x=(x1, .. xa) ER"| Y (xi — a)* < R’}
i=1
est un convexe de R”,
Proposition 1.51 Une intersection de convexes est convexe.

Proposition 1.52 [image d’'un convexe par une application affine est convexe.

Définition 1.45 Soit C un sous-ensemble d'un espace affine. Une fonction
numérique f : C — R est dite convexe si C est convexe et si, quels que soient les

points a et b de C et quel que soit t € [0, 1], I'inégalité suivante est vérifiée :
f((1—t)a+ tb) < (1—t)f(a)+ tf(b).

Proposition 1.53 Soit C un sous-ensemble d’un espace affine £. Une fonction

numérique f : C — R est convexe si et seulement si son épigraphe
epi(f) ={(x, t) e ExR|x e C, t > f(x)}
est convexe.

1.12 Espace affine euclidien

Définition 1.46 Un espace affine euclidien est un espace affine dont la direction

est munie d'une structure d’'espace vectoriel euclidien

Définition 1.47 Soit £ un espace affine euclidien de direction un espace vectoriel
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euclidien E. La distance euclidienne d(a, b) entre deux points a et b de £ est la

norme H%H du vecteur 2b.

Proposition 1.54 Soit a, b, ¢ trois points d'un espace affine euclidien £. Alors
s(a, c) < d(a, b) + d(b, c) et I'égalité n'a lieu que si a, b et ¢ sont alignés et

b e [a,c].

Définition 1.48 Une isométrie affine est une application d'un espace affine

euclidien dans lui-méme qui conserve la distance euclidienne.

Proposition 1.55 Les isométries atfines sont les applications affines dont les

parties linéaires sont des isométries vectorielles.
Proposition 1.56 La composée de deux isométries affines est une isométrie affine.

Proposition 1.57 Une isométrie atfine d’un espace affine euclidien dans lui-méme

est une bijection et sa réciproque est une isométrie affine.

Proposition 1.58 L[ ’ensemble des isométries atfines d'un espace afhine euclidien €
dans lui-méme, muni de la loi de composition des applications, est un groupe, non

commutatif si £ n'est pas réduit a un point.

2 Topologie en dimension finie

2.1 Convergence d’'une suite

Définitions 2.1 e Une suite u d'éléments d'un ensemble A est une application de
N dans A. Elle est souvent notée (ux)ken et si k € N I'image u(k) de k par u est

notée uy.

e Une suite numérique est une suite a valeurs dans R (ou, lorsque c'est précisé, C).
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Définition 2.2 Une suite numérique (uk)ken est dite convergente si elle vérifie la

propriété suivante :

A €ERVe>03INENVKkEN (k>N= |u—I| <e).

Proposition 2.1 Si u = (ux)ken est une suite numérique convergente alors le réel

I, appelé limite de (ux)ken €t noté lim ug ou limu et tel que
k—+o0

Ve>03INeENVkeN (k>N= |u— 1| <e),

est unique.

Exemples 2.1 o Si / € R la suite constante égale a [ est convergente de limite /.

e La suite ( ken est convergente de limite 0.

k+1

.1 .
e La suite (?)keN est convergente de limite 0.

Proposition 2.2 La somme de deux suites numériques convergentes est une suite

numérique convergente dont la limite est la somme des limites des suites initiales.

Proposition 2.3 Le produit de deux suites numériques convergentes est une suite

numérique convergente dont la limite est le produit des limites des suites initiales.

Proposition 2.4 [ ‘ensemble des suites numériques convergentes, muni des lois

internes + et x et de la multiplication par un scalaire, est une algébre commutative.

Proposition 2.5 L'inverse pour la multiplication d'une suite numérique
convergente sans terme nul et de limite non nulle est une suite numérique

convergente de limite I'inverse de la limite de la suite initiale.

Définition 2.3 Une suite numérique qui n'est pas convergente est dite divergente.

27



Exemples 2.2 e La suite ((—1))xen est divergente.
e La suite (k)xen est divergente.

e La suite ((—k)*)xen est divergente.

Définition 2.4 Une suite numérique (uk)ken est dite divergente vers +oo si elle

vérifie la propriété suivante :

VAERINENVkeN (k>N = u > A).

Définition 2.5 Une suite numérique (uk)ken est dite divergente vers —oo si elle

vérifie la propriété suivante :

VAERINENVkeN (k>N = u < A).

Exemples 2.3 e La suite ((—1)¥)xen n'est pas divergente vers +0o0 ou —oo.
e La suite (k)ken est divergente vers +00.
e La suite (—k)ken est divergente vers —oo.

e La suite ((—k)*)xen n'est pas divergente vers +00 ou —oo.

Proposition 2.6 La somme de deux suites divergentes vers +oo (respectivement

—00) est divergente vers +00 (respectivement —o0).

Proposition 2.7 Le produit de deux suites divergentes toutes les deux vers soit

+00 soit —oc est divergente vers +00.

Proposition 2.8 Le produit de deux suites numériques divergentes 'une vers +oo

et 'autre vers —oco est divergente vers —oc.

Proposition 2.9 Le produit d'un suite numérique convergente vers une limite |
non nulle et d'une suite numérique divergente vers +00 ou —oc est divergente
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- vers +o0 si | > 0 et la suite divergente initiale diverge vers 400 ou si | < 0 et la
suite divergente initiale diverge vers —oc ;
- vers —oo si | > 0 et la suite divergente initiale diverge vers —oo ou si | < 0 et la

suite divergente initiale diverge vers +00.

Proposition 2.10 L'inverse pour la multiplication d’une suite numérique

divergente vers +00 ou —oo est convergente de limite nulle.

Proposition 2.11 L'inverse pour la multiplication d’une suite numérique jamais
nulle, de signe contant et convergente vers Q est divergente vers 400 si la suite

initiale est positive et vers —oc si la suite initiale est négative.

Définition 2.6 Une suite numérique (uk)ken est dite bornée si elle vérifie la
propriété suivante :

L e RVkeN |u] < L.

Proposition 2.12 Une suite numérique (ux)ken convergente vers | est bornée et
si L vérifie

VkeN Ju| <L
alors la |I| < L.

Définition 2.7 Si (uk)ken est une suite, une suite (vk)xen est appelée suite
extraite de (ug)ken S'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante

(p(k) < @(I) si k < 1) telle que pour tout k € N, v = uyx).
Proposition 2.13 Soit suite numérique (ug)ken et L vérifiant
Vk e N \uk| < L.
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Alors toute suite extraite (vi)ken Vérifie

Vk e N |y < L.

Théoréme 2.1 (de Bolzano-Weierstrass) Soit L un réel et (ux)ken une suite
numérique vérifiant

Vk € N ‘Uk|§L

Alors il existe une suite extraite (vi)ken qui est convergente. Sa limite | vérifie

] < [L].

Définition 2.8 Une suite (Uy)ken € (R")N = (u1s, ..., tnk)ken € (R™)N 2 valeurs
dans R" est dite convergente de limite / = (/1, ..., ;) si chacune de ses suites

coordonnées (ujx)ken, I € {1, ..., n}, est convergente de limite /;.

Proposition 2.14 [a somme de deux suites convergentes a valeurs dans R" est

convergente et sa limite est la somme des limites des suites initiales.

Proposition 2.15 Le produit d'une suite numérique convergente et d’une suite
convergente a valeurs dans R" est convergente et sa limite est le produit des limites

des suites initiales.

Proposition 2.16 L’ensemble des suites convergentes a valeurs dans R" est un

sous-espace vectoriel de (RN, +,-).

2.2 Quverts et fermés

Définition 2.9 Un sous-ensemble O de R est un ouvert si c’est la réunion de
boules ouvertes.
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Exemples 2.4 e Le vide est un ouvert de R".
e Les boules ouvertes sont des ouverts de R”.
n
e Le produit H]a,-, bi[ avec a; < by,...,a, < b, est un ouvert de R”.

i=1
e | 'espace R” est un ouvert de R".

Remarque 2.1 Si a= (a;,...,a,) € R" etsi R > 0 alors

H]ai - %r aj + %[C Bn(a, R) C H]a,- —R,a; + R[

Définition 2.10 L'espace R” est dit séparé au sens de Hausdorff. Ceci signifie que
si a et b sont deux points distincts de R” il existe deux ouverts O, et O, tels que
a€ 0, be Opet O,N Oy =10. Il suffit de prendre les boules ouvertes B,(a, R) et
ab|

I
B,(b, R) avec 0 < R < *5+

Proposition 2.17 L'intersection de deux ouverts de R" est un ouvert de R". La
réunion d’'une famille d’ouverts de R" est un ouvert de R", que la famille soit finie

ou infinie.

Proposition 2.18 Si O est un ouvert de R" et O' un ouvert de R" alors O x O’

!
est un ouvert de R .

Définition 2.11 L'intérieur int(E) d'un sous-ensemble E de R” est le plus grand

ouvert de R inclus dans E.

Proposition 2.19 L'intérieur int(E) d'un sous-ensemble E de R" est la réunion

de toutes les boules ouvertes incluses dans E.

Définition 2.12 Un sous-ensemble F de R” est un fermé si c'est le

complémentaire d'un ouvert de R".
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Exemples 2.5 e L'espace R” est un fermé de R".
e Les boules fermées sont des fermés de R".

n

e Le produit H[a,-, bi] avec a; < by,...,a, < b, est un fermé de R".
i=1

e Le vide est un fermé de R”".

Remarque 2.2 Sia=c R"etsi0 < R < R alors
B.(a,R') C B,(a, R') C B,(a,R) C B,(a, R).
Remarque 2.3 Si a= (a;,...,a,) € R" et si 0 < R alors

H[ai - % a; + %] C E,,(a, R) C H[a,- —R,a, + R]_

Proposition 2.20 La réunion de deux fermés de R" est un fermé de R".
L’intersection d'une famille de fermés de R" est un fermé de R", que la famille soit

finie ou infinie.

Exemples 2.6 o Le sous-ensemble F = {%\k € N*} est un fermé de R,

e Soit (uk)ken une suite numérique qui diverge vers +00 ou —oo. Alors le
sous-ensemble {ux|k € N} est un fermé de R.

e Soit (uk)ken une suite numérique qui converge vers | € R. Alors le sous-ensemble
{uklk € N} U{/} est un fermé de R.

e Le sous-ensemble de R formé des réels appartenant a [0, 1] et qui peuvent s'écrire

en base trois sans utiliser le chiffre 1 est un fermé appelé triadique de Cantor.

Proposition 2.21 Si F est un fermé de R" et F' un fermé de R™ alors F x F' est

_ !/
un fermé de R
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Proposition 2.22 Un sous-ensemble F de R" est fermé, si la limite de toute suite

a valeurs dans F et convergente appartient a F.

Définition 2.13 L'adhérence E d'un sous-ensemble E de R” est le plus petit

fermé de R” contenant E.

Proposition 2.23 L’adhérence E d'un sous-ensemble E de R" est |'ensemble des

limites possibles des suites de points de E.

Proposition 2.24 [ 'adhérence E d'un sous-ensemble E de R" est le

complémentaire de l'intérieur de son complémentaire :

EuUint(R"\ E)=R"et ENint(R"\ E) = 0.

Définition 2.14 La frontiére OE d'un sous-ensemble E de R" est la différence

E \ int(E) de son adhérence et de son intérieur.

Proposition 2.25 La frontiére OE d’un sous-ensemble E de R" vérifie

JE =ENR"\ E.

Exemples 2.7 e La frontiére de la boule ouverte B,(a, R) de centre a et de rayon

R est la sphére S,_1(a, R) définie par

Sn-1(a R) = {x = (x, ..., x») € R"| Z(x,- —a;)? = R*}.

e La frontiere d'un segment de R est la réunion de ses extrémités et la frontiére

d'un segment de R” avec n € N\ {0, 1} est le segment lui-méme.
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2.3 Continuité

Dans cette partie la continuité des fonctions vectorielles d'une ou de plusieurs

variables réelles est étudiée.

Définition 2.15 Soit X CR", f : X - R™, a€ X et | € R™. L'application f
admet / comme limite au point a si quel que soit I'ouvert O’ de R™ contenant / il

existe un ouvert O de R” et contenant a tel que f~1(0') = XN O.

Proposition 2.26 Soit X CR", f =(f,....fn) : X = R™, a € X et
I = (h,....,In) € R™. L'application f admet | comme limite au point a si et
seulement si chaque fonction coordonnée f;, i € {1, ..., m} admet I; comme limite

au point a.

Proposition 2.27 La limite d'une application en un point, lorsqu'elle existe, est

unique.

Proposition 2.28 Soit X CR", f: X - R etg: X - R"etac X. Sifetg
admettent | et I' comme limites au point a alors f + g admet | + I" comme limite

au point a.

Proposition 2.29 Si X CR" et a € X, I'ensemble des fonctions de X dans R™

qui admettent une limite en a est un sous-espace vectoriel de ((R™)X, +, ).

Proposition 2.30 Soit X CR", f: X - R, g: X >R eta e X.Sif et g
admettent | et I' comme limites au point a alors f x g admet | x I' comme limite

au point a.

Proposition 2.31 Si X C R" et a € X, I'ensemble des fonctions de X dans R qui
admettent une limite en a, muni des lois internes + et x et de la multiplication par
un scalaire, est une algébre commutative.
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Définition 2.16 Soit X CR”, f : X — R™ et a € X. L'application f est dite
continue au point a si quel que soit I'ouvert O" de R™ contenant f(a) il existe un

ouvert O de R” et contenant a tel que f1(0') = XN O.

Remarque 2.4 Soit X C R" et a € X. Alors une application f : X — R™ est

continue en a si et seulement si f admet f(a) comme limite au point a.

Proposition 2.32 Soit X CR", f = (f1,....fn) : X > R"eta e X.
L’application f est continue en a si et seulement si chaque fonction coordonnée f;,

i € {1, ..., m} est continue en a.

Proposition 2.33 Soit X CR", f: X - R" et a = (a1, ..., a5) € X. On pose
f(a)= b= (b, ..., bm). L'application f est continue en a si elle vérifie la propriété

suivante :

Ve >0dn>0Vx=(x1,..x,) € X

max |xk —ak] <n = max |fi(x)— b <e.
n} le }

..... m

Proposition 2.34 (variante) Soit X C R", f : X — R™ et a € X. L'application f

est continue en a si elle vérifie la propriété suivante :
Ve>0dn>0Vxe X ||x—all <n=||f(x)—f(a)|| <e.

Proposition 2.35 Soit X CR", f : X — R™ et a € X. L application f est
continue en a si pour toute suite (ux)ken de points de X convergente de limite a la

suite (f(uk))ken est convergente de limite f(a).

Proposition 2.36 Soit X CR", f: X - R™, g: X - R"etae X.Sif etg

sont continues en a alors f + g aussi.
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Proposition 2.37 Si X C R" et a € X, I'ensemble des fonctions de X dans R™

et continues en a est un sous-espace vectoriel de ((R™)X, +,-).

Proposition 2.38 Soit X CR", f: X - R, g: X > R"etac X. Sifetg

sont continues en a alors f X g aussi.

Proposition 2.39 S/ X C R" et a € X, I'ensemble des fonctions de X dans R et
continues en a, muni des lois internes + et x et de la multiplication par un scalaire,

est une algébre commutative.

Définition 2.17 Soit X C R" et f : X — R™. L'application f est dite continue si

elle est continue en tout a € X. Elle est aussi dite C°.

Notation 2.1 Soit X C R". On note C°(X, R™) I'ensemble des applications

continues de X dans R™.

Proposition 2.40 Si X C R", ['ensemble C°(X, R™) est un sous-espace vectoriel

de (R™)X, +,-).

Proposition 2.41 Si X C R”, le quadruplet (C°(X,R), +, -, X) est une algébre

commutative.

Proposition 2.42 Soit X C R" et f : X — R™. L'application f est continue si et

seulement si pour tout O’ ouvert de R™ il existe un ouvert O de R" tel que

F1(0)= XN O.

Proposition 2.43 Soit X C R" et f : X — R™. L'application f est continue si et

seulement si pour tout F' fermé de R™ il existe un fermé F de R" tel que

FLUF)=XNF.

36



Proposition 2.44 Soit X CR", Y eCR", f: X—=>Y,g:Y —>RPetacX.

Si f est continue en a et g en f(a) alors la composée g o f est continue en a.

Proposition 2.45 Soit X CR", Y eCR™, f: X —-Yetg:Y —-RP.Sifetg

sont continues alors la composée g o f ['est aussi.

Proposition 2.46 Soit U un ouvert de R". La réciproque d’une bijection continue

de U dans U est continue.

Proposition 2.47 Soit U un ouvert de R". L'ensemble des applications continues
et bijectives de U dans U, muni de la loi de composition des applications, est un

groupe, non commutatif si n # 0.

Remarque 2.5 Dans cette proposition il est important que U soit un ouvert de
R".

Exemples 2.8 e (contre-exemple) Soit X = Upczi(oc} Xn C R? od

- X, ={n}x]0,1[sine Z\ N,

- Xo ={(ny,y)ly €]0,1[} si n € N,

- X5 = R x {0},

Soit £ : X — X définie par

-f(n,y)=(n+1y)sineZ\Nety€]0,1]
-f(ny,y)=((n+1)y,y)sine Nety€]0,1],

- f(x,0) = (x,0) si x € RT.

L application f est continue et bijective mais sa réciproque n'est pas continue.
e (un second contre-exemple) Soit X = {(2" — 1)4""|n€ N,m € Z} U {0} et
f: X — X définie par f((2" —1)4™) = (2" —1)4"m VD sinc Net mc Z et
f(0) = 0. L'application f est continue et bijective mais sa réciproque n'est pas
continue.
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2.4 Compacité

Définition 2.18 Un sous-ensemble de R est borné s'il est inclus dans la boule

fermée B,(0, R) pour un certain R.

Proposition 2.48 Un sous-ensemble E de R" est borné si et seulement si toute

suite a valeurs dans E est bornée.

Proposition 2.49 La réunion de deux sous-ensembles bornés de R" est un
sous-ensemble borné de R". L’intersection d’une famille de sous-ensembles bornés

de R" est un sous-ensemble borné de R", que la famille soit finie ou infinie.

Proposition 2.50 Si K est un sous-ensemble borné de R" et K’ un sous-ensemble

, !/ L !/
borné de R" alors K x K’ est un sous-ensemble borné de R"™" .

Définition 2.19 Un sous-ensemble K de R” est compact si quelle que soit la

famille (O;);e; d'ouverts de R” telle que

KCUO,'

il existe un sous-ensemble fini J de [ tel que

KCUO,'.

En d’autres termes, un sous-ensemble de R" est compact si de tout recouvrement de

par des ouverts on peut en extraire un sous-recouvrement fini.

Théoréme 2.2 Un sous-ensemble K de R" est compact si et seulement s'il est

fermé et borné.
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Proposition 2.51 Un sous-ensemble K de R" est compact si et seulement si
toute suite a valeurs dans K est bornée et posséde une suite extraite convergente de

limite dans K.

Proposition 2.52 [a réunion de deux compacts de R" est un compact de R".
L’intersection d'une famille de compacts de R" est un compact de R", que la famille

soit finie ou infinie.

Proposition 2.53 Si K est un compact de R" et K' un compact de R" alors

K x K' est un compact de R™".

Proposition 2.54 Soit X C R" et f : X — R™ continue. L'image f(K) d'un

compact K inclus dans X est un compact de R™.

Définition 2.20 Soit X C R”. Une application f : X — R™ est dite

uniformément continue si

Ve >03n>0V(x x)eX?||x— x| <n=||f(x) = f(X)]|| <.

Théoréme 2.3 (de Heine) Soit X C R" et f : X — R™ continue. Si X est

compact alors f est uniformément continue.

2.5 Connexité

Définition 2.21 Un sous-ensemble C de R” est connexe si, quel que soit le couple
(01, 0,) d'ouverts disjoints de R” dont la réunion contient C, I'un ou I'autre

contient ce sous-ensemble : C C O; ou C C 0s.

Exemples 2.9 e Le vide et R” sont connexes.
e les sous-espaces affines de R” sont connexes.
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e Les boules ouvertes et les boules fermées sont connexes.

n n

e Le produit H]a,-, bi[ et le produit H[a,-, bi] avec a; < by,...,a, < b, sont des
i=1 i=1

connexes de R".

e Les convexes sont connexes.
Proposition 2.55 Les sous-ensembles connexes de R sont les intervalles de R.

Proposition 2.56 e La réunion de deux sous-ensembles connexes de R" dont

I'intersection est non vide est connexe.

Exemples 2.10 e Le sous-ensemble

{(x.y) € R¥max(|x|, ly|) = 1}

est un sous ensemble connexe de RZ.

e Si ag, ...,aq € R" alors la ligne polygonale

U [ak—1, ak]

est connexe.

e |a réunion

L) Ba((2k,0,...,0), 1)

keZ

des boules fermées de centres les (k,0,...,0) € R" avec k € Z et de rayon égal 4 1

est un sous-ensemble connexe de R”.

Proposition 2.57 Soit X C R" et f : X — R™ continue. L'image f(C) d'un

sous-ensemble connexe C de R" inclus dans X est un sous-ensemble connexe de R™.

Exemple 2.11 Le graphe d'une application continue définie sur un sous-ensemble
connexe de R" est connexe.
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Définition 2.22 Un sous-ensemble A de R” est dit connexe par arcs si quel que
soit (ap, a1) € A il existe une application continue v : [0, 1] — R” telle que

7v(0) = ag, (1) = a1 et 4([0, 1] C A.

Proposition 2.58 Si un sous-ensemble A de R" est connexe par arc alors il est

connexe.

Exemple 2.12 (contre-exemple) Le peigne C de R? défini par

C = (U R x {%}) U (U{n} X [2n1+1’%>

neN neN

est connexe mais pas connexe par arcs.

3 Calcul différentiel

3.1 Différentiabilité des fonctions numériques

Dans cette partie la différentiabilité des fonctions numériques, d'une puis de

plusieurs variables réelles, est étudiée.

Définition 3.1 Soit / un intervallede R, f: | - R, a€ l et | € R. On dit que f

admet / comme nombre dérivé en a si la propriété suivante est vérifiée :
Ve >0dn>0Vx e l\{a} (|x—al <n=|f(x)—f(a)—Ix(x—a)| < nx|x—al).

Remarque 3.1 Cette définition de nombre dérivé est équivalente a celle qui

consiste a dire que c'est la limite du taux d’accroissement de f en a lorsque cette

limite existe :
f(x)—f
| — pim FX) —f(a)
o ox—a
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Proposition 3.1 Soit | un intervalle de R, f : | — R eta e I. Si f admet un

nombre dérivé en a, ce nombre dérivé est unique.

Notation 3.1 Le nombre dérivé d'une fonction numérique de la variable réelle f en

un réel a est noté f’(a) ou —(a) si f dépend de la variable x.
x

d

Définition 3.2 Soit U un ouvertde R”, f : U - R, a€ Uet L:R" — R une
forme linéaire. On dit que f admet L comme différentielle en a si la propriété

suivante est vérifiée :
Ve>03dn>0Vxe U (||[x—a|l| <n=|f(x)—f(a)—L(x—a)| <nx||x—al|])

Définition 3.3 Soit U un ouvert de R", f : U — R et a € U. On dit que f est

différentiable en a si f admet une différentielle en a.

Définition 3.4 Soit U un ouvert de R" et f : U — R. On dit que f est

différentiable si elle est différentiable en tout point de U.

Proposition 3.2 Soit U un ouvert de R" et f : U — R. L'application f est

continue en tout point ou elle admet une différentielle.

Proposition 3.3 Soit U un ouvert de R", f : U — R et a€ U. Si f admet une

différentielle en a, cette différentielle est unique.

Notations 3.2 e La forme linéaire i® coordonnée qui a x = (xi, ..., x,) € R”
associe x; est notée dx;.
e Soit Uunouvertde R", f: U — R, a€ UetL:R"— R une forme linéaire. Si

L est la différentielle de f en a on la note df; ou df(a). Il existe Ly, ..., L, € R tels
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que si x = (xq, ..., x,) € R" alors

c'est a dire
dfa = Z L,‘dX,'.
i=1

Exemples 3.1 e Une forme linéaire est elle-méme sa différentielle en tout point.
e Si a, b, c € R alors I'application définie sur R? par f(x,y) = ax? + bxy + cy?

admet comme différentielle a 'origine la forme nulle.

Proposition 3.4 Soit | un intervalle de R, f : | — R et a € U. L’application f
admet comme nombre dérivé en a de réel f'(a) si et seulement si f admet comme

différentielle en a I'application linéaire df, qui a t € R associe df,(t) = f'(a) x t.

Définition 3.5 Soit U un ouvert de R”, f : U — R, a € U de coordonnées

ai,...,ap et i € {1, ..., n}. Soit £ > 0 tel que
{(a1,...,aj_1, t, @41, ..., an)|t €]a; — €, a; + €[}

est inclus dans U. Alors, s'il existe, le nombre dérivé en a de I'application qui a
t €laj — e, a; + €[ associe f(ay, ..., aj_1, t, 3j41, .., a,) s appelle dérivée partielle de f

en a par rapport a la i° coordonnée et est noté —(a).
Xi

Proposition 3.5 Soit U un ouvert de R", f : U — R eta € U. Si f admet

n

df, = Z L;dx; comme différentielle en a alors pour tout i € {1, ..., n} le nombre L;
i=1

of . . .
est égal a —(a), la dérivée partielle de f par rapport a la i coordonnée.

OX;
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Corollaire 3.1 Soit U un ouvert de R", f : U — R et a € U. La différentielle df,,

lorsquelle existe, vérifie

ou les

of
5 (a), i € {1, ..., n} sont les dérivées partielles de f en a.
Xi

Proposition 3.6 Soit U un ouvert deR", f : U —- R, g: U —>Retac U. Sif
et g admettent df, et dfy comme différentielles en a alors f + g admet df, + dg,

comme différentielle en a.

Proposition 3.7 Soit U un ouvert deR", f : U —-R, g: U —Retaec U.Sif
et g admettent df, et df; comme différentielles en a alors f x g admet

g(a) x df, + f(a) x dg, comme différentielle en a.

Proposition 3.8 Soit U un ouvert de R" et a € U. L’ensemble des fonctions
différentiables en a, muni des lois internes + et x et de la multiplication par un

scalaire, est une algébre commutative.

Proposition 3.9 Soit U un ouvert de R". L'ensemble des fonctions différentiables,
muni des lois internes + et x et de la multiplication par un scalaire, est une algébre

commutative.

Proposition 3.10 Soit U un ouvert deR", f : U —-R, g: U —>Retac U.Sif
et g admettent df, et df; comme différentielles en a alors f x g admet

g(a) x df, + f(a) x dg, comme différentielle en a.

Proposition 3.11 Soit U un ouvert de R", | un intervalle de R, f : U — I,
g: I —Retac U. Sif admet df, comme différentielle en a et g admet comme
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nombre dérivé g'(f(a)) en f(a) alors g o f admet g'(f(a)) x df, comme

différentielle en a.

Corollaire 3.2 Soit U un ouvert de R", f : U — R\ {0} et a€ U. Si f admet

df, comme différentielle en a alors — admet x df, comme différentielle en a.

1
f f(a)?
3.2 Différentiabilité des applications vectorielles

Dans cette partie les applications étudiées sont des fonctions vectorielles de plusieurs

variables réelles.

Définition 3.6 Soit U un ouvert de R", f = (f,....,fn) : U —>R™eta€ U. On
dit que f admet une différentielle en a si chaque fonction coordonnée f;,

i € {1, ..., m} admet une différentielle df;(a) en a. Dans ce cas I'application linéaire
(dfi(a), ..., df(a)) de R™ dans R™ s’appelle différentielle de f en a. Elle est notée

df, ou df(a).

Définition 3.7 Soit U un ouvert de R", f : U —+ R™ et a € U. On dit que f est

différentiable en a si elle admet une différentielle en a.

Proposition 3.12 Soit U un ouvert de R", f : U —+R™, a€ UetL:R" — R”
une application linéaire. Alors f admet L comme différentielle en a si la propriété

suivante est vérifiée :
Ve>03dn>0Vxe U (||lx—a|l| <n=|f(x)—f(a)—L(x—a)| <nx||x—al|)

Proposition 3.13 La différentielle d'une application en un point, lorsqu’elle existe,

est unique.
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Définition 3.8 Soit U un ouvert de R" et f : U — R™. On dit que f est

différentiable si elle admet une différentielle en tout point a de U.

Notation 3.3 Soit U un ouvert de R", a€ Uet f = (f1,....,fy): U —> R"
différentiable en a. Si i € {1, ..., n} la dérivée partielle de f en a par rapport a la i

coordonnée est définie par

of [ 0f; Ot
a—Xi a) = (a—XI a),...,a—Xi(a)> .

Définition 3.9 Soit U un ouvert de R" et f : U — R™. Si 'application f est

différentiable en tout point de U alors I'application df qui a a € U associe la

différentielle df, de f en a s'appelle différentielle de f et pour i € {1, ..., n}

I"application —— qui & a € U associe la dérivée partielle —(a) de f en a s’appelle
8x,- 6x,-

dérivée partielle de f par rapport a la i coordonnée.

Définition 3.10 Soit U un ouvert de R" et f : U — R™. L'application f est dite

continiment différentiable si elle est différentiable et si ses dérivées partielles sont

continues.

Proposition 3.14 Soit U un ouvert deR", f : U —-R", g: U —>R" etae U.
Sif et g admettent df, et df; comme ditférentielles en a alors f 4+ g admet

df, + dg, comme différentielle en a.

Proposition 3.15 Soit U un ouvert de R" et a € U. L'ensemble des applications

de U dans R™ et différentiables en a est un sous-espace vectoriel de ((R™)Y, +, ).

Proposition 3.16 Soit U un ouvert de R". L’ensemble des applications

différentiables de U dans R™ est un sous-espace vectoriel de ((R™)Y, +, ).

46



Proposition 3.17 Soit U un ouvert deR", f : U R, g: U —>R"etac U. Si
f et g admettent df, et df, comme différentielles en a alors f x g admet

df, x g(a) + f(a) x dg, comme différentielle en a.

Proposition 3.18 Soit U un ouvert de R", V un ouvert de R™, f : U — V,
g:V > RPetac U. Sif admet df; comme différentielle en a et g admet dgy,)

comme différentielle en f(a) alors g o f admet dgy,) o df, comme diftérentielle en a.

Définition 3.11 Soit U un ouvert de R" et f : U — R™ une application de classe
Ck avec k > 0 Un point a de U est dit point régulier de f si le rang de la
différentielle df, est maximal, c'est a dire égal @ min(n, m). L'application f est dite
réguliére si tout point de U est un point régulier de f. Un point a de U est dit point
singulier de f si ce n'est pas un point régulier de f. Les valeurs singuliéres de f sont
les images par f de ses points singuliers. Le lieu singulier de f est |'ensemble de ses

points singuliers.

Exemples 3.2 e Les points singuliers de f : R — R définie par

f(t) = 2x> — 3x?> + 5 sont 0 et 1 et ses valeurs singuliéres sont f(0) =5 et

f(1) = 4. On peut noter que 5 = f(3) et que 3 est un point régulier de .

e L'origine (0, 0) est I'unique point singulier de f : R2 — R définie par

f(x,y) =x"4+Ay™avec A € R* et n,m e N\ {0, 1}. La seule valeur singuliere de
f est donc f(0,0) = 0.

e Les points des axes Ox et Oy sont les points singuliers de I'application

f : R2 — R2 définie par f(x,y) = (x", y™) avec n,m € N\ {0, 1}. Le rang de dfy
est 0 et en a € (Ox U Oy) \ {a} le rang de df, est 1. L’ensemble des valeurs
singulieres est ({0} x A)U (B x {0}) avec A =R ou R" suivant que m est impair
ou pair et B = R ou R suivant que n est impair ou pair.
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e Les points singuliers de f : R — R? définie par f(t) = (sin?(t) — 3 cos(t), sin®(t))

sont les multiples de 7 et ses valeurs singuliéres sont (—3,0) et (3, 0).

3.3 Différentiabilité d’ordre supérieur

Définition 3.12 Soit U un ouvert de R”. On définit par récurrence sur k € N de
la facon suivante les applications de classe CX de U dans R™ :

- les applications de classe C° de U dans R™ sont les applications continues de U
dans R™,

- si k € N, les applications de classe Ck*1 de U dans R™ sont les applications

différentiables de U dans R™ dont les dérivées partielles sont des applications

différentiables de classe C¥ de U dans R.

Remarque 3.2 Si U est un ouverte de R” les applications de classe C! de U dans

R™ sont les applications continiiment différentiables de U dans R™.

Notation 3.4 Soit U un ouvert de R”, a€ U, f : U — R™ de classe C¥,

de{l,.. k}et(n,..ig)e{l, .., n}9. On pose

0 of o
Ox;, ( <8x,-d)) (a) = 8x,-1...8x,-d(a)'

Définition 3.13 Soit U un ouvert de R”. Une application de U dans R™ est de

classe C™ si elle est de classe C¥ quel que soit k € N.

Exemples 3.3 e Les fonctions polynomiales d'une ou plusieurs variables sont de
de classe C*.

e Les fonctions rationnelles d’une ou plusieurs variables sont de de classe C*°.

e L'exponentielle, le logarithme, les fonctions trigonométriques et leurs réciproques,
les fonctions trigonométriques hyperboliques et leurs réciproques sont de classe C*°.

48



e Si k € N la fonction qui 3 x € R associe |x| x x* est de classe C¥ mais pas de

classe CKt1,

Théoréme 3.1 (théoréme de Schwarz) Soit U un ouvert de R", a € U et

f: U— R™ de classe C. Alors pour tout (i, j) € {1, ..., n}?

i O f
Ox;0x; (2) = Ox;0x; (2).

Notation 3.5 Soit U un ouvert de R”, a€ U, f : U — R™ de classe C¥,

de{l,...k}eti={(i,.. i) € N tel que |i| =i + ...+ i, =d. On note
of
OxL...0xk;

successivement i, fois par rapport a la derniére variable,..., i; fois par rapport a la

(a) la deérivée partielle d'ordre d de f en a obtenue en dérivant f

variable, ..., i; fois par rapport a |la premiére variable.

oef
Remarque 3.3 Dans le calcul d& ————(a), d'aprés Schwarz, on peut
Ox"...0x7

permuter |'ordre de dérivation.

Proposition 3.19 Si U est un ouvert de R", I'ensemble des applications de classe

Ck de U dans R™ avec k > 0 est un sous-espace vectoriel de ((R™VY, +,-).

Proposition 3.20 S/ U est un ouvert de R", le quadruplet (Ck(U, R), +, -, X)

avec k > 0 est une algebre commutative.

Proposition 3.21 Soit U un ouvert de R", V un ouvert de R™, f : U — V et
g:V = RP.Sif et g sont de classe CK avec k > 0 alors la composée g o f ['est

aussi.

Proposition 3.22 (inégalité de Taylor-Young) Soit U un ouvert de R",

f : U — R™ une application de classe C¥ avec k € N* et a € U. Si e > 0 il existe
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n > 0 tel que pour tout x € U vérifiant ||x — a|| <n on a

) - [+ 5 X @05 ) ||| <= x el

i in
d=1 " i=(ig,..in)eN" 8Xl -+ Xn
li|=i1+...4+in=d

j=1
Définition 3.14 Soit U un ouvert de R”, f : U — R™ une application de classe
Ckavec k >0, ac Uet d e N vérifiant d < k. Si

of

0 i in a) =0
X{ e Xn

pour tout i = (i, ..., i) € N tel que |i| = iy + ... + i, < d on dit que |'application

f est nulle en a a I'ordre au moins d.

Proposition 3.23 Soit U un ouvert de R", f : U — R™ une application de classe
Ckaveck>0,ae Uetd e N vérifiant d < k. L'application f est nulle en a a
I'ordre au moins d si pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout x € U

vérifiant ||x — a|| <n on a
IFCOIl < & x []x]|.

Proposition 3.24 Soit U, V et W des ouverts respectivement de R", de R™ et
deR f: U=V, g:V —= W, h: W — RP des applications de classe Ck avec
k>0,ac U, b="f(a)etdec N vériiant d < k. Si g est nulle en b a l'ordre au
moins d en b alors ho g o f est une application de classe C* nulle en a a I'ordre au

moins d.
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4 Théorémes d’inversion locale et des fonctions
implicites
4.1 Théoréeme d’inversion locale

Théoréme 4.1 Soit f une application contindment différentiable (respectivement
de classe CX avec k > 1) d'un ouvert U de R" et 3 valeurs dans R" et soit a € U.
Si la différentielle df (a) est inversible, c'est a dire si a un un point régulier de f,
alors il existe un ouvert U de R" contenant a et inclus dans U tel que f(U') est un
ouvert de R", 'application g : U — f(U") définie par g(x) = f(x) si x € U’ est
une bijection et sa réciproque g~ : f(U') — U’ est une application continiment

différentiable (respectivement de classe CX avec k > 0).

Remarque 4.1 Ce théoréme généralise ce qui est connu pour les applications

affines entre deux espaces affines de méme dimension finie.

Exemple 4.1 (pour comprendre les limites du théoréme) Soit f : R?\ {0} — R?
définie par f(x,y) = (x> — y?,2xy) si (x,y) € R?\ {O}. C'est une fonction de
classe C™ et en tout point a € R?\ {0} la différentielle df(a) est inversible. On
est donc dans le cadre des hypothéses du théoréeme. On peut observer que f n'est
pas injective et que tout point de R?\ {O} admet exactement deux antécédents par
f. Une étude géométrique de f permet d’établir que f multiplie par 2 les angles par

rapport a la demi-droite Ox et éléve au carré la distance a l'origine.

Corollaire 4.1 Soit f; et f, deux applications continiment différentiables
(respectivement de classe C¥ avec k > 1) d'un ouvert U de RP et a valeurs pour la
premiére dans RP et pour la seconde dans R et soit a € U. On pose f = (f1, f) :
c'est 'application contindment différentiable de U dans RP x RY dont les p
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premigéres fonctions coordonnées sont les fonctions coordonnées de f, et les q
derniéres sont les fonctions coordonnées de f,. Si la différentielle dfi(a) est
inversible, c’est 3 dire si a un un point régulier de fi, alors il existe un ouvert U’ de
RP, contenant a et inclus dans U tel que f,(U’) est un ouvert de RP et il existe une

application continiment différentiable (respectivement de classe C* avec k > 0) h

de fi(U") dans R? dont le graphe est f(U').

4.2 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 4.2 Soit ¢ une application contindment différentiable d'un ouvert U
de RP x RY et a valeurs dans R9 et soit a € U. On note F ['application de U dans
RP x RY définie de la facon suivante : si x = (x', x") € U avec x' € RP et x” € RY
alors F(x) = (x', ¢(x', x")). Si la différentielle partielle dpoq(a) de ¢ en a par
rapport aux q derniéres coordonnées est inversible alors il existe un ouvert U de R",
contenant a et inclus dans U tel que F(U'’) est un ouvert de RP x RY, ['application
G : U — F(U') définie par G(x) = F(x) si x € U est une bijection et sa
réciproque G~ : F(U') — U’ est une application continiment différentiable. Plus
précisément il existe une application continiment différentiable 1) de F(U’) dans RY
vérifiant la propriété suivante : pour tout (x',x") € U’ tel que x' € RP et x" € RY
et pour tout (y',y") € F(U') tel que y' € RP et y" € RY ['égalité

(v, y") = (X, (X', x")) est équivalente a I'égalité (x', x") = (', ¥(y', y")).

Remarque 4.2 Ce théoréme généralise ce qui est connu pour les applications

affines surjectives entre deux espaces affines dont les dimensions sont finies.
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4.3 Difféomorphisme

Définitions 4.1 e Soit U CR", V CR™et f: U — V. Lapplication f est
homéomorphisme entre U et V si c'est bijection et si elle et sa réciproque sont
continues.

e Soit U un ouvert de R", V un ouvert de R™ et f : U — V. L'application f est
diffeomorphisme de classe C¥ avec k > 1 si c’est un homéomorphisme entre U et V

et si elle et sa réciproque sont de classe C*.

Proposition 4.1 La composée d homéomorphismes est un homéomorphisme. La
composée de difféomorphismes de classe C* avec k > 1 est un difféomorphisme de

classe Ck.

Proposition 4.2 Soit U un ouvert de R", V' un ouvert de R™ et f : U — V une
application de classe C¥ avec k > 1 qui est bijective. Alors m = n. Si de plus en
tout point a € U la différentielle df, est inversible alors f est un difféomorphisme de

classe Ck.

Théoréme 4.3 (admis) Soit U un ouvert de R”, V' un ouvert de R™ et

f:U— V.Sif est un homéomorphisme entre les ouverts U et V' alors m = n.

5 Sous-variété d'un espace affine réel de dimension finie.

5.1 Premiers exemples

Définition 5.1 Soit £ un espace affine de dimension n et de direction E,

p € {0,...,n} et k > 1. Un sous-ensemble non vide V de £ est une sous-variété de
dimension p et de classe C¥ de & si pour tout point a de V il existe une base b de
E des ouverts U’ et U” respectivement de RP et R"P et une application
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f: U — U" de classe C* tels que dans les coordonnées affines associées au repére

affine (a, b) l'intersection V N (U" x U") est égale au graphe de f.

Remarque 5.1 Dans la suite on considére que £ est R” vu comme espace affine

de dimension n et donc sa direction E est R" vu comme espace vectoriel.

Définitions 5.2 e Une sous-variété de dimension 1 est appelée courbe et une une
sous-variété de dimension 2 est appelée surface.

e Une sous-variété de dimension n — 1 de R” est appelée hypersurface.

Remarque 5.2 Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R et
a € V. Une fois donnés b, U’ et U”, I'application f de la proposition précédente est

unique.

Exemples 5.1 e Un ouvert non vide de R” est une sous-variété de dimension n et
de classe C* de R".

e Un sous-espace affine de dimension p d'un espace affine de dimension n est une
sous-variété de dimension p et de classe C* de cet espace affine.

e Soit p, g, n € N tels que n= p+ g, U un ouvert non vide de RP et f : U — RY
une application de classe C¥ avec k > 1. Le graphe de f est une sous-variété de
dimension p et de classe C¥ de R".

e Sia=(a,...,a,) € R"etsi R >0 alors la sphére de centre a et de rayon R,

Si(a, R) = {x = (x1, ... x,) € R"| Z(x; —a;)? = R%},

est une sous-variété de dimension n — 1 et de classe C¥ de R".

Proposition 5.1 Soit f : U — V un difféomorphisme de classe C¥ avec k € N*
et W une sous-variété de R" incluse dans U. Alors I'image f(W) de W par f est
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une sous-variété de classe C* et de méme dimension que W.

5.2 Sous-variété obtenue par submersion

Définition 5.3 Soit U un ouvert non vide de R”. Une application f : U — R9 de
classe Ck avec k > 1 est une submersion si en tout a € U la différentielle df, est

une application linéaire surjective.

Proposition 5.2 Soit U un ouvert non vide de R" et f : U — R? une submersion
de classe Ck avec k > 1. Alors f~1(0) est soit vide soit une sous-variété de

dimension p = n — q et de classe C* de R".

Exemple 5.2 Soit f : R®\ {0} — R? définie par

fx,y,2)=(x*+(y =2 +22—4,(y -1+ 22 -1).

L application f est une submersion de classe C*°. Par conséquent

F10) = {(xy.2) € R\{O} + (y — 2P + 2 =4 (y — 12 + 2= 1)

qui est non vide est une sous-variété de dimension 1 de R3.

5.3 Sous-variété obtenue par immersion

Définition 5.4 Soit W un ouvert non vide de RP. Une application f : W — R”
de classe C* avec k > 1 est une immersion si en tout point de W la différentielle de

f est une application linéaire injective.

Proposition 5.3 Un sous-ensemble non vide V de R" est une sous-variété de

dimension p et de classe C¥ s'il vérifie la propriété suivante : pour tout a € V il
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existe un ouvert U de R" contenant a, un ouvert W de RP et f : W — R" une

immersion de classe C* telle que f(W) =V N U.

Exemples 5.3 o L'ensemble
b
V = |a® 4+ b =1

des matrices de rotation de R? est une sous-variété de dimension 1 de I'espace
vectoriel de dimension 4 des matrices carrées (2,2) qui est I'image de R par
I'immersion f définie par

f(t) = cos(t) —sin(t) pour t € R.

sin(t) cos(t)

e L'application f de Rx] — 1, 1[ dans R3 définie par
f(t,r) = (cos(2t) x (2 + rcos(t)),sin(2t) x (2 + rcos(t)), rsin(t))

est une immersion de classe C*™ et V = f(Rx]| — 1, 1) est une sous-variété de

dimension 2 et de classe C* de R3.

Remarque 5.3 Dans les deux exemples précédents le fait que les ensembles
considérés soient obtenus a partir d'immersion doit étre complété pour établir en
toute rigueur que ce sont des sous-variétés. Il s'agit de trouver, pour chaque point

de la variété, |'ouvert indiqué dans la derniére proposition.

Exemple 5.4 Soit vg, R € R™ la famille d"applications de classe C* définies par

vr(t) = (cos(t), Rsin(t) —tan(t)). Si R €]0, 1], I'application g est une immersion

injective. L'application ~y; est injective mais ce n'est pas une immersion car
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~1(0) = 0 et le phénoméne qu'on observe en R = 1 est |'existence d'une cuspide. Si
R €]1, +00), I'application g est une immersion non injective : il existe tg # O tel

que Yr(tr) = Yr(—tr) et g en restriction 3 R\ {+tg} est injective.

Définitions 5.5 e Soit V/ une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R”,
W un ouvert non vide de RP et f : W — R" une application de classe C* avec

k > 1. L'application f est appelée paramétrisation locale de V si c’est une
immersion injective qui vérifie f(W) C V.

e Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R". Un atlas de
paramétrisations locales de V est la donnée d'une famille indexée de

paramétrisations locales de V, f; : W; — R", i € [, telle que V = Ui, f;(W)).

Proposition 5.4 Si V est une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R"

elle posséde un atlas de paramétrisations locales.

5.4 Sous-espace tangent a une sous-variété en un point

Définition 5.6 Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R” et
a € V. Soit une base b de R" des ouverts U’ et U” respectivement de RP et R"P
et une application f : U’ — U" de classe C* tels que dans les coordonnées associées
au repére affine (a, b) I'intersection V N (U’ x U”) est égale au graphe de f. Soit L
I"application linéaire de R? dans R" définie par L(u) = (u, dfy(u)). Le sous-ensemble
Im(L) = L(RP) est un sous-espace vectoriel de dimension p de R”. Le sous-espace
vectoriel T,V de E de dimension p formé des vecteurs dont les coordonnées dans la

base b sont les éléments de Im(L) = L(RP) est appelé sous-espace tangent a V en a.

Définition 5.7 Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R” et
a € V. Les vecteurs de T,V sont appelés vecteurs tangents a V en a.
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Proposition 5.5 Une sous-variété V' de dimension p et de classe C* de R”

admet, en chacun de ses points, un unique sous-espace tangent.

Proposition 5.6 (variante) Dans la définition précédente, T,V ne dépend pas du

choix de b, U, U" et f.

Définition 5.8 Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C* de R” et
a € V. Le sous-espace affine tangent a V en a est le sous-espace affine a+ T,V ou

T,V désigne le sous-espace tangent 3 V en a.

Exemple 5.5 o Si f : | — R" est une application de classe C* alors la droite
vectorielle dirigée par (1, f'(a)) est le sous-espace tangent au graphe de f en

(a, f(a)) et la droite affine dirigée par cette droite vectorielle et qui passe par

(a, f(a)) est la droite affine tangente au graphe de f en (a, f(a)).

e Si b= (by, ..., b,) appartient a la sphére S,(a, R) avec a = (a1, ..., a,) € R" et si

R > 0 alors le sous-espace affine tangent a Sg(a) en b est I'hyperplan
To(Sn(a, R)) = {x = (x1, ... xx) € R"| > (b — a)x; = 0}
i=1

Proposition 5.7 Soit V' une sous-variété de dimension p et de classe Ck de R™,

W une sous-variété de dimension q et de classe C¥ de R" et soit a € V. Si

aec W cCValors T,WCT,V.

Définition 5.9 Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R".
Alors I'ensemble formé des (a, T,V) avec a € V est un sous-ensemble TV de

R"” x R" appelé fibré tangent a V.

Proposition 5.8 Le fibré tangent d’'une sous-variété de dimension p et de classe
C¥ de R" est une sous-variété de dimension 2p et de classe C¥~1 de R" x R".
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Exemple 5.6 Le fibré tangent du cercle unité C = {x? + y?} de R? est la surface

TC de R* donnée par

{(x,y,u,v) € R*x*+y? =1,xu+ yv = 0}.

Proposition 5.9 Soit f : U — V un difféomorphisme de classe C* avec k > 1 et
W une sous-variété de R" incluse dans U. Alors si a € W I'image df,( T,W) par df,
du sous-espace tangent T,W de W en a est le sous-espace tangent a la sous-variété
f(W) en f(a) :

Tr(af (W) = d(T.W).

Proposition 5.10 Soit V' une sous-variété de dimension p et de classe CK de R"
avec k > 1, U un ouvert de RP et f : U — R" une immersion injective et de classe
Ck telle que f(U) C V. Alorssia € U et b= f(a) € V l'image Im(df,) = df,(RP)

de RP par par df, est le sous-espace tangent T,V a la sous-variété V' en b :
TV = Im(df,) = df,(RP).

5.5 Orientation des sous-variétés

Définitions 5.10 e Soit V une sous-variété de dimension p et de classe C¥ de R”
et f;: W; — R”, i € | un atlas de paramétrisations locales de V. Cet atlas est dit
orienté si quels que soient i,j € I, p € W;, p; € W et a € V tel que

a = fi(pi) = fj(p;) les images de la base canonique de RP par dfi(p;) et dfj(p;)
définissent la méme orientation de T,V.

e Une sous-variété V de dimension p et de classe C¥ de R” est dite orientable si elle

posséde un atlas orienté.
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Exemples 5.7 e Une sphére est orientable.

e Le ruban de Moébius n'est pas orientable.

Proposition 5.11 Soit k > 1, U un ouvert de R" et f : U — R une submersion

de classe Ck. Alors f~1(\) est une une sous-variété orientable de R" si A € f(U).

Proposition 5.12 Une hypersurface fermée de R" est toujours orientable.

Deuxiéme partie
Courbes et surfaces

Dans cette partie R” est considéré comme un espace affine euclidien orienté ou
comme un espace vectoriel euclidien orienté et la base canonique de R" est

considérée comme une base orthonormale directe.

6 Courbes

6.1 Définitions, premiers exemples

Définition 6.1 Une courbe paramétrée v de R” est une application continue
définie sur un intervalle non vide / de R : v : | — R". Si 7 est une application de
classe CX avec k > 0 la courbe paramétrée est dite de classe C*. L'application 7 est

aussi appelée paramétrisation de classe C* du sous-ensemble (/) de R™.

Remarque 6.1 Une courbe paramétrée v : | — R" peut-étre aussi appelée arc

paramétré. Si [ est un segment [c, 3] on parle de chemin et de lacet si de plus

() =(B).
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Remarque 6.2 (interprétation physique) Une courbe paramétrée peut &tre vue
comme la fonction position d'un point matériel en fonction du temps t (en

particulier lorsque n = 1,2, 3).

Exemples 6.1 e Soit § une droite de R? passant par a = (x,, y,) et b = (xp, ¥»)
qui sont supposés distincts. Cette droite est |'image de la courbe paramétrée de
classe C*® ~y qui a t € R associe ¥(t) = ((1 — t)x, + txp, (1 — t)ys + tys) € R?. On
remarque que si t € R alors (t) = a+ t% est I'image du point a par la translation
de vecteur t%.

e Le segment [a, b] passant par deux points a et b de R” est I'image du chemin

v :[0,1] — R" de classe C* défini par v(t) = (1 —t)a+ tbsi t €[0,1].

e Le cercle unité de R?, C = {x?> + y? = 1} est I'image de la courbe paramétrée de
classe C* « qui a t € R associe (t) = (cos(t),sin(t)) € R?.

e Le cercle unité de R?, C = {x? + y? = 1} est aussi |'image du lacet

7 :[0,1] — R? qui & t € R associe y(t) = (cos(27t),sin(27t)) € R®.

e Si f : | — R" est une application de classe C¥ avec k > 0 alors son graphe
Gr ={(t. ()|t € I}

est I'image (/) de la courbe paramétrée v : | — R"1 de classe C* définie par

v(t) = (¢t,f(t))sit el

e La courbe de Peano est une application continue et surjective de [0, 1] dans [0, 1]°.

Proposition 6.1 Soit 7 : [a, b] — R" un lacet de classe CX avec k > 0. Alors il
existe une courbe paramétrée 4 : R — R" de classe C¥, périodique de période

| = b — a et qui coincide avec v sur [a, b] si et seulement si f)(a) = f()(b) pour
tout i € N inférieur ou égal a k.
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Définition 6.2 Soit v : | — R” une courbe paramétrée de classe C¥ avec k > 0,
J un intervalle de R et 3 : J — [ un difféomorphisme de classe C¥. Alors ¥ =~ o 3
est une courbe paramétrée de classe C¥ qui est dite Ck-équivalente a la courbe

paramétrée ~y.

Remarque 6.3 Si & : J — R” est une courbe paramétrée C*-équivalente a une
courbe paramétrée v : | — R" alors & et « sont deux paramétrisations du

sous-ensemble I de R défini par I = (/) = 5(J).

Proposition 6.2 Si k > 0 étre Ck-équivalente est une relation d’équivalence
définie sur 'ensemble des courbes paramétrées de classe C¥. Les classes
d'équivalence de cette relation s'appellent courbes (ou arcs) géométriques. Les
courbes paramétrées définissant le méme arc géométrique sont appelées courbes

paramétrées admissibles de cet arc.

Remarques 6.4 e |l existe des applications de classe C* avec k > 1 entre deux
intervalles non vides qui sont des bijections mais dont les réciproques sont seulement
continues. C'est le cas de f : R — R définie par f(t) = t3.

e Deux courbes paramétrées v : | — R" et 4 : J — R, toutes deux de classe Ck
avec k > 1 peuvent étre telles que (/) = J(J) sans qu'il existe un difféeomorphisme
B:J — | de classe C¥ ou un difféomorphisme 3 : | — J de classe CK. Un exemple
(inspiré de I'exemple précédent) est donné par v : R — R définie par

v(t) = (t+1)° et ¥ : R — R définie par y(t) = (t — 1)>.

6.2 Tangence

Définition 6.3 Soit 7 : | — R” une courbe paramétrée de classe C avec k > 1.
Le vecteur tangent & v en t est le vecteur de R” égal a 7/(t).

62



Remarque 6.5 (interprétation physique) Le vecteur tangent +/(t) en t a une
courbe paramétrée  peut étre vu comme la vitesse a |'instant t d'un point matériel
dont la fonction position en fonction du temps t est cette courbe paramétrée. Si la
courbe paramétrée est au moins de classe C? alors le vecteur 7”(t) peut étre vu
comme |'accélération a l'instant t d'un point matériel dont la fonction position en

fonction du temps t est cette courbe paramétrée.

Remarque 6.6 Soit v : | — R” une courbe paramétrée de classe C avec k > 1.
Si 7 n'est pas injective il peut exister t; # t, dans [ tels que y(t1) = v(tp) et

V(1) # ().

Définitions 6.4 e Une courbe paramétrée v : | — R" de classe C¥ avec k > 1 est
dite réguliere si 7/(t) # 0 quel que soit t € .

e Si v : | — R" est une courbe paramétrée réguliére et si t € | alors la tangente en
t a 7 est la droite affine qui passe par y(t) et qui admet ~/(t) comme vecteur

directeur.

Exemple 6.2 Soit f : | — R est une application de classe C* avec k > 1. Alors la
tangente (au sens donné dans le cadre des études des fonctions numériques de la
variable réelle) au graphe Gr au point (t, f(t)) avec t € | coincide avec la tangente
en t a la courbe paramétrée « : | — R? définie par v(s) = (s, f(s)) si s € I. Clest
la droite

{(t, f(t)) +s(1,f'(t))|s € R}

qui est aussi égale a

{(x.y) e RIF(t)(x — t) — (y — f(t)) = 0}
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Proposition 6.3 Soit v : | — R" une courbe paramétrée réguliére de classe C*
avec k > 1 et t € . Il existe un intervalle J inclus dans | et contenant t, il existe
un ouvert U contenant ~(t), il existe des coordonnées affines dans les quelles
7(J) N U est le graphe d'une application de classe C* définie sur un intervalle non

vide et 3 valeurs dans R" 1.

Remarque 6.7 Cette proposition signifie que si v : | — R" est une courbe
paramétrée réguliére de classe CK avec k > 1 et si t € [ alors il existe un intervalle

J inclus dans I et contenant t tel que y(J) est une sous-variété de dimension 1 et

de classe C¥ de R".

Proposition 6.4 Soit v : | — R" une courbe paramétrée réguliére de classe C*,
B J — | un difféomorphisme de classe CX, 7 =~yo 3, s € Jett € | tels que

t = [(s). Alors la tangente en t 4 7y et la tangente en s a 7 coincident.

Proposition 6.5 Les courbes paramétrées C¥-équivalentes a une courbe

paramétrée de classe C et réguliére sont toutes réguliéres.

Exemple 6.3 La courbe paramétrée v : R — R? de classe C* définie par
v(t) = (2, t3) n'est réguliére. Il n'existe donc aucune courbes paramétrée réguliére

qui lui soit C* et méme C!-équivalente.

Proposition 6.6 Les courbes paramétrées C*-équivalentes & une courbe

paramétrée de classe C* et réguliére sont toutes réguliéres.

Proposition 6.7 Soit v : | — R? une courbe paramétrée réguliére de classe C*
avec k > 2. On suppose que le déterminant de la famille (v/(t), " (t)) relativement
a la base canonique de R? est de signe constant. Alors si t € | il existe un intervalle
J inclus dans | et contenant t, il existe un ouvert U contenant ~y(t), il existe des
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coordonnées affines dans les quelles v(J) N U est le graphe d’une application

convexe de classe CX définie sur un intervalle non vide et a valeurs dans R".

Définition 6.5 Soit v : /| — R? une courbe paramétrée réguliére de classe CX avec
k > 2 et t dans /. On dit que la courbe paramétrée v présente une inflexion en t si
le déterminant de la famille (7/(s),v"(s)) relativement a la base canonique de R?

change de signe en t.

Exemple 6.4 Soit f : | — R une fonction de classe C* avec k > 2. Alors I'arc
v : | — R? défini par y(t) = (t, f(t)) présente une inflexion en t si la dérivée

seconde de f change de signe en t.

Remarque 6.8 (Tracé de I'image d'une courbe paramétrée de R?) Soit
v : | — R? une courbe paramétrée de classe C* avec k > 1. Notons t € | +— x(t)
et t € | — y(t) les deux fonctions coordonnées de . Pour tracer v(/) on peut

procéder de la facon suivante :

réduction de I en fonction des symétries que vérifient les fonctions coordonnées,

calcul des dérivées x" et y/,

étude de la régularité de v,

étude des variations de x et de y,

étude du signe de x” x y’ (égal a celui de i—:(t) ou de ;—i(t))

recherche des tangentes verticales (parmi les t tels que x'(t) = 0) et des tangentes

horizontales (parmi les t tels que y'(t) = 0),
- limites de x et de y et éventuellement de § et de £ aux bornes de /,
Ces éléments permettent de réaliser une premiére esquisse du tracé de y(/),

- étude de la convexité et des inflexions.
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6.3 Longueur d'un arc de courbe paramétrée, abscisse curviligne

Définition 6.6 Soit v : / — R” une courbe paramétrée de classe C* avec k > 1.
Si a,b € | avec a < b alors la longueur de courbe paramétrée v entre a et b est

I'intégrale Longueur(+y, a, b) définie par

b
Longueur(y, a, b) — / 17/(8)]| e

Remarque 6.9 Dans cette définition on choisit a < b pour obtenir une longueur

positive ou nulle mais on peut lever cette restriction.

Proposition 6.8 Soit v : | — R" une courbe paramétrée de classe C* avec
k>1,f:R" — R" une isométrie affine et a, b € | avec a < b. Alors

Longueur(, a, b) = Longueur(f o7, a, b).

Proposition 6.9 Soit v : | — R" une courbe paramétrée de classe C* avec
k> 1, f:R" — R" une homothétie affine de rapport \ et a,b € | avec a < b.

Alors || x Longueur(, a, b) = Longueur(f o 7, a, b).

Proposition 6.10 Soit v : | — R" une courbe paramétrée de classe C* avec
k> 1, 5:J— | une bijection de classe Ck abelaveca<betc,de Jtels
que 5(c) = a et f(d) = b. Alors Longueur(, a, b) = +Longueur(y o 5, ¢, d) (le

signe est positif sic < d).

Exemples 6.5 e Soit a = (ay,...,a3,)R", b= (by,.... b)) E R"ety: R— R”
défini par y(t) = (1 — t)a+ tbsi t € R. On suppose a # b L'application affine
est injective et c'est une courbe paramétrée de classe C* dont I'image v(R) est la

droite qui passe par a = y(0) et b = y(1). Le segment [a, b] est égal a ([0, 1]). Si
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t € R alors

v (t) = (by — a1, ..., b, — a,)

et donc

n

17/ (8) = | > (b — ax)? = ||b— al.

k=1

La longueur Longueur(+y, 0, 1) est égale a

1
Longueur(~, 0, 1):/ ||+/(t)]|dt
0

1
:/ b — al|dt
0

—|lb—all.

Ainsi la longueur d'un segment [a, b] donnée par la formule intégrale précédente
coincide avec la distance euclidienne ente a et b. ® Soit v : RT — R? définie par

~v(t) = (t, t2). Cette courbe paramétrée est C* et vérifie

3.1
v (t) = (1, §t5) siteR™.

9
17/ (8)] =4/1+ 2t si t € R

Il vient donc
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Par conséquent, si b € R™ la longueur Longueur(~, 0, b) vaut

b
Longueur(, 0, b) — / 17/(8)]]dt

On obtient donc, en posant b =5, Longueur(,0,5) = 335
e Soit v : R — R3 définie par (cos(t), sin(t), At) avec A € R fixé. Cette courbe

paramétrée est C™ et vérifie
7' (t) = (—sin(t),cos(t), \) si t € R.

Il vient donc

V(1) = V1+A2siteR.

Par conséquent, si a, b € R avec a < b la longueur Longueur(7y, a, b) vaut

b
Longueur(v, a, b) :/ |7/ (t)]|dt
0
b
:/ V 1+ A\dt
=V 1+ X(b—a).

: h
e Soit A > 0 et v : R — R? définie par y(t) = (t, %()\tv avec A € R. Cette
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courbe paramétrée est C™ et vérifie

7'(t) = (1,sinh(\t)) si t € R

et donc

17(8)]] = /1 +sinh?(At)
= cosh(At).

Par conséquent, si a, b € R avec a < b la longueur Longueur(vy, a, b) vaut

b
Longueur(v, a, b) :/ |7/ (t)]|dt

b
= / cosh(At)dt

sinh(b) — sinh(a)
S :

e Soit v : R™ — R? définie par y(t) = (t, A\t?) avec A € R. Cette courbe

paramétrée est C™ et vérifie
7' (t) = (1,2\t) si t € R.

Il vient donc

17/ (8)|| = V/1+4X2t2si t € R.

Par conséquent, si a, b € R avec a < b la longueur Longueur(vy, a, b) vaut

b
Longueur(7, a, b) = / 1+'(t)||dt

b
:/ vV 14+ 4)\2t2dt.
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On pose 2\t = sinh(s) et donc 2\t'(s) = cosh(s) car sinh’ = cosh. Il vient donc

asinh(2Ab) h
Longueur(y, a, b) = / 1+ sinh?(s) )
asinh(2Xa) 2\
En utilisant cosh(u \/1 + smh ) on obtient alors

asinh(2Ab) h2
Longueur(~, a, b) = / cosh™(s)
asinh(2)a) 2

COSh(2“) + et sinh’ = cosh il vient

asinh(2\b) h(2 1
Longueur(~, a, b) = / <L(S) + —) ds

Puisque cosh?(u) =

asinh(2\a) 4\ 4\
B [smh(25) . s ]asinh(2)\b)
8A 4\ asinh(2)\a) '

Enfin, de sinh(2u) = 2 cosh(u) sinh(u), on déduit

. asinh(2Ab)
Longueur(7, a, b) = [COSh(S) sinh(s) 45)\]

4\ asinh(2\a)
/14 (20b)%b — /1 + (2)a)?a N asinh(2\b) — asinh(2\a)
a 2 4 '

Or asinh(u) = In (u + 1+ uz). Par conséquent, si a =10, b = 1 il vient,

T In (204 VITan)
+ :
2 I

Longueur(~,0,1) =

Remarque 6.10 Avec la formule intégrale, le calcul de la longueur d'un arc de

courbe est ramené a celui d'une primitive. Les deux s’avérent donc aussi difficiles.

Théoréme 6.1 Soit v : | — R" une courbe paramétrée de classe C' et soit
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a,b €l avec a < b. Alors la longueur Longueur(, a, b) vérifie

\

n—1
Longueur(v, a, b) = lim ZHW(#))V(@ZHW
k=0

n—-+00

avecal =a+%(b—a) a1 =a+* L(b—a)sine N etsik=0,..,n—1.

Preuve La preuve suit le schéma suivant.

Dans un premier temps on montre que sin € N* et si k =0,..,n— 1 alors

[S{CARICHN] S/ 17/ (2)]]dt.

n
k

Pour obtenir cette inégalité on considére uj, vecteur unitaire tel que

\ \

W(aZ)W(QZHj = |‘7(32)’Y(32+15HUZ- Il vient alors

\ \

Iv(@)v(ap )l =< uf, v(a)y(afse) > -

Par conséquent

\

Iv(@)y(ap )l =< uf, v(ad)v(als,) >

A1
=< u,’},/ 7' (t)dt >
a

n
k

L

n
A+1

= / < up,+'(t) > dt

n
a

< [

n
k

car, si t € [a}, ap, 4],

< ug, Y (t) >< Y (1)])-
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En sommant sur k =0, ..., n — 1 et en utilisant la relation de Chasles il vient

> I < [ 1@l

Dans un deuxiéme temps on montre que sin € N*etsi k =0,..,n— 1 et si on
pose ||/ (t)ll = ||/ (a)I| + rf(t) et v'(t) = ~'(a) — Ri(¢) alors

n n
ak ax

|r7(t)|dt.

[ @l < GG+ [

n n
k A

IRHe) et +

n
L)

Pour obtenir cette inégalité on considére v/, vecteur unitaire tel que

v'(ag) = [|¥'(a)||vg. I vient alors

17 (@I =< v, 7' (ak) >

et donc

[ @l < [ Ui+ e

n n
k L)

41 Von 41 N
s/ Hv(akmdw/ 170()|dt
a

n n
k L)

41 41
< / < v/, (a}) > dt+/ |r7(t)|dt
a

n n
k L)

; 41 . 41 N
<<V, / 2 (a)dt > + / 77(1))dt
n az

n
F+1

<< vﬁ,/az+l(7’(t) + R}(t))dt > +/ |r7(t)|dt

n n
k A

a1 a1 a1
<< v,?,/ v (t)dt > + < v,?,/ R{(t)dt > +/ |r7(t)|dt
3k 3k ax

\ aZ+1 aZ+1
<< @G > + [ IR+ [ I
a

n n
k )

< IhGnGEEI+ [ IR+ [ (o)

n n
k L)
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Dans un troisiéme temps, par un argument de continuité uniforme, on montre que si
e > il existe un entier N € N tel que si n € N vérifie n > N alors pour tout

k=0,...,n—1 et quels que soient t, t' € [a}, a;,;] on a

€

I7(8) =Y () < 5=y e WO = 1W< 5755

qui implique, en prenant t' = af, ||R](t)|| < 57— y et Ir7(H)] < 5 553 et donc par

intégration

aZ‘H- n n < € n n € n n
/aﬂ 1 ()]t < [[v(ap)v(ak 1)l + m(ak—H —ay) + m(akﬂ — ay)

c'est a dire

n

ak+1 n n < € n n
| IOl < I + gy tata )

n

k

En sommant sur k =0, ..., n — 1 et en utilisant la relation de Chasles il vient

=
|
—

(ak+1—ak)

an n—]_ an n—l
n k+1 n n 2 g
[t =3 [ il < 3 @S =
g k=0 v 3k k=0

k=0
pour n > N.

n—1
Puisque aj = a, a) = b et que z:(aZJr1 —ay) = (b—a) on a donc

k=0

-1

[ 1H @l < 313G +-

k:

pour n > N, c'est a dire

[ Il < S IR+



pour n > N.
En combinant ce résultat avec |'inégalité obtenue lors de la premiére étape on

obtient que pour tout £ > 0 il existe N € N* tel que si n € N vérifie n > N alors

b n—1 .
/ 1V (Olldt =Y [v(@)r(ara)ll| < e
a k=0
Ceci signifie bien que
n—1 R b
. n n - /
B SEEREmIE [ e

comme annoncé.

Définition 6.7 On appelle sphére unité de R” et on note S,_1 la sphére de rayon
1 centrée en l'origine de R". Avec un point de vue affine, c'est la sous-variété de

dimension n — 1 de R”

Soc1={(xt,...x)) ER"x}+ ...+ x> =1}

des points de I'espace affine R" a une distance 1 de |'origine. Avec un point de vue

vectoriel, c'est la sous-variété de dimension n — 1 de R"

Sno1={(u1, ..., ) ERXF + ...+ x2 =1}

des vecteurs de |'espace vectoriel euclidien R” de norme 1.

Définition 6.8 Soit 7 : /| — R” une courbe paramétrée de classe C* avec k > 1.

On dit que 7y est paramétrée par |'abscisse curviligne si ||7/(t)|| = 1 pour tout t € [.
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Dans ce cas pour tous a, b € [ tels que a < b
Longueur(v, a, b) = b — a.

Remarques 6.11 e Une courbe paramétrée v : | — R” de classe CK avec k > 1
est une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne si et seulement si |'application ~/
est a valeurs dans la sphére unité S,_;.

e Si v : /1 — R” est une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne et de classe C*
avec k > 1 alors 5 : J — | définie par 5(s) = s+ p avec J = | — p est telle que
4 = 70 3 est encore une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne et de classe C*.
e Si v :/ — R” est une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne et de classe C*
avec k > 1 alors 5 : —I — | définie par B(s) = —s est telle que ¥ = vy o [ est

encore une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne et de classe C*.

Proposition 6.11 Soit v : | — R" une courbe paramétrée réguliére de classe C*
avec k > 1 et a € . Alors la fonction qui a t € | associe f; |17/ (u)||du est un
difféomorphisme de classe C¥ de | dans un intervalle J de R qui contient I'origine et
sa réciproque 3 1 J — | est une bijection de classe C* telle que 7 =~ o B est une

courbe paramétrée par |'abscisse curviligne.

Proposition 6.12 Soit v : | — R" et 7 : J — R" des courbes de classe C* avec
k > 1 et paramétrées par |'abscisse curviligne. La courbe paramétrée % est
Ck-équivalente & la courbe paramétrée v si et seulement s'il existe B : J — | définie
par B(s) =s+ p avec J =1 — p ou par 5(s) = —s + p avec J = p — | telle que
T=v0p.

Proposition 6.13 Soit v : | — R" une courbe paramétrée réguliére de classe C*
avec k > 1 et a € I. Alors v est Ck-équivalente a une courbe paramétrée par
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I'abscisse curviligne et de classe C*. Plus précisément si ty € | il existe exactement
deux courbes paramétrées par |'abscisse curviligne et de classe CX, 341+ J; — R" et
A2+ — R"avec 0 € 1 N, qui sont Ck-équivalentes a v et qui vérifient

71(0) = 32(0) = ~(to) et pour tout réel t on a s € Jy si et seulement si —s € J, et

alors 41(s) = F2(—s).

Proposition 6.14 Soit I une sous-variété de dimension 1 et de classe C* avec
k > 1 de R", c'est a dire une courbe de classe CK avec k > 1 de R". Si T est
connexe alors il existe une courbe paramétrée par |'abscisse curviligne v : I — R”,
de classe C* telle que T = ~(I) et qui vérifie I'une des deux propriétés suivantes :
- ["application ~y est injective;

- l'intervalle | est égal a R, 'application ~ est périodique de période | > Q et la

restriction de v a [a, a + [ est injective quel que soit o € R.

7 Courbes planes

Définition 7.1 Une courbe paramétrée v : | — R” est dite plane si n = 2.

7.1 Contact

Définition 7.2 Soit v; : | — R? et 7, : J — R? deux courbes paramétrées de
classe Ck avec k € N*, d € {1,...,k}, t1 € l et t, € J. On suppose que t; et
tysont des points réguliers de 1 et 7, tels que Y1(t1) = Y2(t2. On dit 71 en t; et 7,
en t, ont un contact d'ordre au moins d s'il existe des intervalles J; et J, inclus
dans /1 et |, et contenant t; et tp, il existe un ouvert U contenant v(t1) = ~(to), il
existe des coordonnées affines dans les quelles v1(t1) = 72(t2) & pour coordonnées

0, 71(J1) N U et 72(h) sont les graphes d'applications £ et £ de classe C* définie
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sur un intervalle centré a l'origine et a valeurs dans R telles que f; — f, s'annule a
I'ordre au moins d en 0. Si d = 2 les deux courbes paramétrées sont dites

osculatrices (en t et tp), si d > 3 elles sont dites surosculatrices.

Exemples 7.1 e Si r > 0 le cercle de centre (0, r) et de rayon r paramétré par
t € R (rcos(t), r+ rsin(t)) et la parabole paramétrée par t € R — (t, =t2)
sont des courbes paramétrées de classe C* qui sont osculatrices en t; = —7 et
t, =0.

e L'axe Ox paramétré par t € R — (t,0) et le graphe du cube paramétré par

t € R (t, t3) sont des courbes paramétrées de classe C* qui sont surosculatrices

enti =t =0

7.2 Courbure

Définition 7.3 Soit 7y : /| — R? une courbe paramétrée réguliére de classe CX avec
k > 1. Le repére de Frénet de ~y en t est la base orthonormale directe (7 (t), 7 (t))
ol U (t) est I'unique vecteur unitaire tel que v/(t) = ||7/(t)|| T (t) et 7 (t) est
'unique vecteur unitaire et orthogonal a U (t) tel que (T (t), 7 (t)) est directe.
C'est aussi I'image par la rotation d'angle 7 du vecteur U (t). Le vecteur 7 (t)

s'appelle vecteur normal en t a 7.

Remarques 7.1 o Si v : /| — R? est une courbe de classe C avec k > 1
paramétrée par I'abscisse curviligne, le vecteur tangent +/(t) est égal a I (t) le
premier vecteur du repére de Frénet de v en t.

o Sivy:l—R2t— v(t) = (x(t), y(t)) est une courbe de classe CX avec k >1

paramétrée par |'abscisse curviligne, alors le vecteur tangent +/(t) et le second

7



vecteur du repére de Frénet en t sont

V(8) = (X(8), ¥ (1) = T(t) et R(t) = (—y'(1), X (1)).

Proposition 7.1 Soit v : | — R? une courbe plane de classe au moins C?
paramétrée par I'abscisse curviligne. Alors pour tout t € | les vecteurs v/'(t) et ~"(t)

sont orthogonaux :

<7(1).7"(t) >=0.

Remarque 7.2 (interprétation physique) En mécanique newtonienne |'accélération
a l'instant t d'un point matériel de masse unitaire est égal a la somme des forces qui
s'exercent sur ce point 3 cet instant. Aussi la proposition précédente démontre
qu'un point matériel qui subit a tout instant des forces dont la somme est

orthogonale a sa vitesse se déplace a une vitesse de norme constante.

Définition 7.4 Soit v : | — R? une courbe plane de classe au moins C?
paramétrée par |'abscisse curviligne. On appelle courbure de v en t la norme

|K|(t) = [|7"(t)|| du vecteur dérivée seconde de . On appelle courbure algébrique
de v en t le produit scalaire K(t) =< T (t),7"(t) > ou 7 (t) est le vecteur normal
entany:

KI(t) = [I"(0)]] = | < 7 (2).,7"(8) > | = [K(D)]-

Proposition 7.2 Soit v : | — R? une courbe plane de classe au moins C?

paramétrée par |'abscisse curviligne. Alors
Y(t) =T (2), A(t) = K(t) 7 () et T'(t) = —K(£) T (1) = —K(£)Y(2).

Proposition 7.3 Soit v : | — R? une courbe plane de classe au moins C?
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paramétrée par I'abscisse curviligne et soit t € |. La courbure algébrique K(t) est

nulle si et seulement si v"(t) = 0.

Remarque 7.3 Siy = (x,y): | — R? qui a t € | associe y(t) = (x(t), y(t)) est
une courbe plane de classe au moins C? paramétrée par |'abscisse curviligne alors sa

courbure algébrique en t vaut K(t) = —y/(t)x"(t) + x'(t)y”(t) et sa courbure en t

vaut donc |K|(t) = | — y/'(£)x"(t) + X'(t)y"(t)].

Proposition 7.4 Soit v = (x,y): | — R? qui a t € | associe v(t) = (x(t), y(t))
une courbe plane de classe C avec k > 2 paramétrée par 'abscisse curviligne. Soit
4 : 1 x R — R? ['application définie par 4(t,s) = v(t) + s (t) ou T (t) est le
vecteur normal en t a v si s € I. Alors % est de classe au moins CK=2 et si
(t,s) € I x R alors la matrice de la diftérentielle d¥; sy relativement au repére de
Frénet en t est

xX'(t) —sy"(t) —y'(¢)

y'(t) +sx"(t)  X(t)
Le déterminant de cette derniére vaut 1 —s < 1 (t),~"(t) >. Il sannule en (t,s) si

et seulement si s est l'inverse de la courbure algébrique de ~ en t.

Définition 7.5 Soit 7 : | — R? une courbe plane de classe C avec k > 2
paramétrée par |'abscisse curviligne. Soit t € I tel que la courbure K(t) de y en t
soit non nulle. Alors I'inverse R(t) de cette courbure s’appelle le rayon de courbure
et I'image

Q(t) = 4(t, R(£)) = 7(t) + R(t) 7 () = 7(t) + mﬁ(t)

1
t
s'appelle le centre de courbure de v en t. Supposons que la courbure ne s’annule

pas. Alors la courbe paramétrée v est dite biréguliére et la courbe paramétrée
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Q : | — R? de classe C¥~2 ainsi définie s'appelle développée de ~ : c’est la courbe
des centres de courbure de la courbe paramétrée ~. La courbe 7 est une

développante de €.

Proposition 7.5 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C* avec k > 2
paramétrée par I'abscisse curviligne. Les cercles qui passent par ~(t) et qui sont
centrés sur la droite qui passe par y(t) et dirigée par la normale 7(1‘) sont les
cercles qui ont comme tangente en (t) la tangente a v en t. Si K(t) n'est pas
nulle le cercle centré au centre de courbure de v en t et de rayon R(t) est celui qui
a un contact d’ordre au moins 2 avec y(J) en ~(t) pour tout intervalle ouvert J
contenant t et suffisamment petit. Si K(t) = 0 c'est la droite tangente en t a v qui
a un contact d’ordre au moins 2 avec vy(J) en ~(t) pour tout intervalle ouvert J

contenant t et suffisamment petit.

Proposition 7.6 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C¥ avec k > 3
paramétrée par I'abscisse curviligne et biréguliére. Alors sa développée Q2 : | — R?
définie par Q(t) = ~(t) + R(t) T (t) est une courbe paramétrée de classe CK~2 et le
vecteur tangent 2'(t) a Q en t vérifie

Q(t) = R()7(t) = — ;((;((?)W(t).

Corollaire 7.1 Soit v : | — R? une courbe plane de classe Ck avec k > 3
paramétrée par l'abscisse curviligne et biréguliére. On suppose que sa développée
Q: 1 — R? est réguliere. Alors si a, b € | avec a < b la longueur d’arc

Longueur(€2, a, b) est égale a la valeur absolue de la différence des rayons de
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courbure R(b) et R(a) dey en b et a :
Longueur(£2, a, b) = |R(b) — R(a)|.

Proposition 7.7 Soit k : | — R une fonction de classe CX avec k >0, a € I,

p € R? et U € R? de norme 1. Alors il existe une et une seule courbe plane

v : 1 — R? de classe Ck avec k > 3 paramétrée par I'abscisse curviligne et
biréguliere telle que v(a) = p, v/(a) = U(t) et si t € | la courbure algébrique K(t)

de v en t est égale a k(t).

7.3 Courbure et convexité

Proposition 7.8 Soit f : | — R une fonction convexe de classe C* avec k > 2.
Alors 'arc v : | — R? défini par v(t) = (t, f(t)) est Ck-équivalent & une courbe
plane de classe C avec k > 2 paramétrée par I'abscisse curviligne et dont la

courbure algébrique ne change pas de signe.

Proposition 7.9 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C* avec k > 2
paramétrée par l'abscisse curviligne. On suppose que sa courbure algébrique ne
change pas de signe. Alors, pour tout t € | il existe un intervalle J inclus dans | et
contenant t, il existe un ouvert U contenant y(t), il existe des coordonnées affines
dans les quelles v(J) N U est le graphe d’une application de classe C* et convexe

définie sur un intervalle non vide et a valeurs dans R.

Corollaire 7.2 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C¥ avec k > 2
paramétrée par |'abscisse curviligne. On suppose que sa courbure algébrique change

de signe en t. Alors v présente une inflexion en t
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7.4 Courbure sans paramétrisation par I’abscisse curviligne

Proposition 7.10 Soit v = (x,y) : | — R? qui a t € | associe

v(t) = (x(t), y(t)) une courbe paramétrée et réguliere de classe C* avec k > 2,
B+ J — | un difféomorphisme de classe C* et croissant tel que ¥ =~y o 3 soit une
courbe paramétrée par I'abscisse curviligne, s € J et t € | tel que t = ((s). Si

k > 2 alors la courbure algébrique de 7 en s vaut

_ YI(0)X7(t) + X(t)y"(t)
(x2(t) + y(t))>

K(s)

et sa courbure en t vaut

_ =y (0)x(e) + X (1)y"(t)]

Kl(s =
e (x2(t) + y3(1))>

Remarque 7.4 Cette proposition permet de donner un sens a la courbure et a la
courbure algébrique d'une courbe plane, paramétrée et réguliére de classe C* avec
k> 2. Siy=(xy): ! — R?est une courbe paramétrée et réguliére de classe C*

avec k > 2, on appelle courbure algébrique de ~ en t le nombre

//(t)

—y'(£)x"(t) + X'(t)
(x2(8) + y™(t))

<

K(t) =

Nlw

et on appelle courbure de v en t le nombre

k() — =X OO X0y
(x2(2) + (1))
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7.5 Courbure totale

Définition 7.6 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C* avec k > 2

paramétrée par |'abscisse curviligne. La courbure totale de ~ est I'intégrale

K(y) = / K|(£)dt

et la courbure algébrique totale de 7 est I'intégrale

Théoréme 7.1 (admis) Soit v : | — R? une courbe plane de classe C* avec k > 2
paramétrée par l'abscisse curviligne. On suppose que | = R et que v est périodique
de période |. Alors | est égale a Longueur(~,0, ), la courbure totale de Vo,i[ €st

supérieure ou égale a 2m et la courbure algébrique totale de o | appartient 3 2wZ.

7.6 Théoréme des quatre sommets

Définition 7.7 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C¥ avec k > 3

paramétrée par |'abscisse curviligne. On appelle sommet de v un t tel que K'(t) = 0.

Théoréme 7.2 Soit v : | — R? une courbe plane de classe C* avec k > 2
paramétrée par |'abscisse curviligne. On suppose que | = R, que ~y est périodique de
période | et que la courbure algébrique est de signe constant. Alors sur l'intervalle
[0, /[ la dérivée K’ de la courbure s'annule au moins quatre fois : la courbe

paramétrée ~y posséde sur [0, I[ au moins quatre sommets.
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7.7 Enveloppe

Définition 7.8 Une famille a un paramétre de courbes paramétrées de classe CK
avec k > 1 et réguliéres est une application [ : / x J — R? de classe C¥ avec [ et J
deux intervalles de R et telle que tout s € J la courbe paramétrée I, : | — R?
définie par ['s(t) = I'(t, s) est réguliére. Une enveloppe de cette famille est une
courbe paramétrée v : J — R?, de classe au moins C! et réguliére telle que si pour
tout s € J, y(s) = Is(t(s)) et les vecteurs v/(s) et I,(t(s))) colinéaires pour un

certain t(s) € /.

Proposition 7.11 Soit T : | x J — R? de classe C* avec k > 1 une famille & un
paramétre de courbes paramétrées I : | — R? s € J, définies par [5(t) = [(t, s).
S'il existe une difféomorphisme T : J — | de classe au moins C* qui vérifie
%—C(T(s), s) et Z—E(T(s) s) colinéaires pour tout s € J alors la courbe paramétrée
v :J — R?, de classe au moins C' et réguliére définie par v(s) = T(T(s), s) est

une enveloppe de la famille T .

Exemples 7.2 e Une courbe paramétrée de classe au moins 1 et réguliére est
I'enveloppe de ses tangentes.

e La développée d'une courbe paramétrée de classe au moins 3 et biréguliére est
I'enveloppe de ses normales.

e La parabole donnée par v : s € R — ((—2s,1+ s?) est |'enveloppe de la famille

de droites donnée par I' : (t,5) € R® — (t,s(t + (1 +5)) + (1 +5)).
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8 Courbes de I'espace de dimension trois

8.1 Repéere de Serret-Frénet

Définition 8.1 Une courbe paramétrée v : | — R3 de classe C¥ avec k > 2 est

dite biréguliere si (7/(t),~"(t)) est libre quel que soit t € /.

Définition 8.2 Soit v : / — R® une courbe paramétrée de classe C* avec k > 2
et biréguliére et soit t € /. Le repére de Serret-Frénet de v en t est la base
orthonormale directe (7 (t), 7 (t), ?(t)) telle que d'une part le vecteur U/ (t) est
'unique vecteur unitaire tel que v/(t) = ||7/(t)|| 7 (t) et d’autre part le vecteur

7 (t) est I'unique vecteur unitaire du plan vectoriel engendré par 7/(t) et 7"(t),

orthogonal & T (t) et vérifiant < 7 (t),7"(t) >> 0.

Remarque 8.1 En dimension 2 le vecteur 77 (t) était déterminé a partir du
vecteur 7/(t) et de I'orientation du plan et il existait dés que la courbe paramétrée v
était réguliere. En dimension 3, il est déterminé a partir du couple (7/(t), 7" (t)) et

la régularité de la courbe ne suffit plus, on la suppose biréguliére.

Définition 8.3 Soit 7 : / — R3 une courbe paramétrée de classe C* avec k > 2 et
%
biréguliere, et soit (7 (t), 7(t), b (t)) le repere de Serret-Frénet de yenun t € / -

e le plan vectoriel engendré par (7 (t), 7 (t)) est appelé plan osculateur a ~y en t,

), T (t
e le plan vectoriel engendré par (7 (t), b (t)) est appelé plan rectifiant a 7 en t,
%
), b(t

e le plan vectoriel engendré par (7 (t), b (t)) est appelé plan normal a ~y en t.

8.2 Courbure et torsion

Proposition 8.1 Sif : | — 5, 1 est une courbe paramétrée de classe au moins
C! a4 valeur dans la sphére unité de R" alors pour tout t € | les vecteurs f(t) et

85



f'(t) sont orthogonaux :

< f(t), f'(t) >=0.

Remarque 8.2 Ce résultat est une généralisation a toute dimension finie au
résultat déja connu pour les vecteurs tangents des courbes planes paramétrées par

I'abscisse curviligne. Il se prouve de la méme facon.

Corollaire 8.1 Soit v : | — R" une courbe de classe au moins C? paramétrée par
I'abscisse curviligne. Alors pour tout t € I les vecteurs ~'(t) et v"(t) sont

orthogonaux :
<7'(t).7"(t) >=0.

Remarque 8.3 Si v : | — R3 est une courbe de classe C¥ avec k > 1 paramétrée
par I'abscisse curviligne et biréguliére, le vecteur tangent /(t) est égal a o (t), le

premier vecteur du repére de Frénet de v en t.

Définition 8.4 Soit v : | — R3 une courbe de classe au moins C? paramétrée par
I"abscisse curviligne. On appelle courbure de « en t la norme |K|(t) = ||7"(t)|| du

vecteur dérivée seconde de 7.

Remarque 8.4 Alors qu’en dimension 2 on pouvait définir la notion de courbure
algébrique ce n'est plus possible en dimension 3. Cela résulte que, contrairement a
ce qui se passait en dimension 2, le vecteur normal 77 (t) qui n’est défini que si v

est biréguliere dépend de v"(t) .

Proposition 8.2 Soit v : | — R3 une courbe de classe au moins C3 paramétrée
par l'abscisse curviligne et biréguliére. Alors il existe une fonction 7 : | — R de

classe au moins C*=3 et appelée torsion de v telle que

() = —|KI() T (2) + (1) B (2)
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et

B(t) = —(t) 7 (t)

ou (T (), (), ?(t)) est le repére de Serret-Frénet de y t € I.

Exemple 8.1 Soit R >0, A € R, w > 0 tel que wz(R2 + )\2) =1 et v la courbe

paramétrée par |'abscisse curviligne définie par
v(t) = (R cos(wt), Rsin(wt), \wt) si t € I.

Alors v qui est une paramétrisation d'une hélice circulaire admet comme courbure

R
|K|(t) = ——— et comme torsion 7(t) =

A -
R2 4+ \2 R quel que soit t € /.

R

Proposition 8.3 Soit | un intervalle ouvert contenant 0 et v : | — R3 une courbe
de classe au moins C3 paramétrée par I'abscisse curviligne et biréguliére. Alors il
existe €1, €2, €3 des fonctions continues de | dans R et nulles en 0 telles que sit € |

alors

Y(t) = Y(0)+(1 + e1(2)) T (0)+

@(1 + &5(2)) 27 (0)+

K1(0)7(0)

S 1+ 5(6)E B (0)

Exemple 8.2 Soit v : R — R3 définie par
v(t) = (t, A\t?, ut®) sit € R

et soit 5 : R — R le difféomorphisme de classe C* telle que ¥ = v o ( soit une

courbe paramétrée par |'abscisse curviligne qui vérifie 5(0) = 0, 5/(0) = (1,0, 0).
3

Alors la courbure de 4 en 0 vaut |K|(0) = 2 et sa torsion 7(0) = )
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Proposition 8.4 Soit v : | — R3 une courbe de classe au moins C? paramétrée
par 'abscisse curviligne et biréguliére. Alors (1) est inclus dans un plan si et

seulement si sa torsion est identiquement nulle.

Proposition 8.5 Soit | un intervalle contenant 0, 7 : | — R de classe au moins
CO et K : | — R*** de classe au moins C*. Alors ces fonctions sont la torsion et la
courbure algébrique d’une et une seule courbe de classe au moins C3 paramétrée par
I'abscisse curviligne et biréguliére v : | — R3 telle que v(0) = (0,0, 0) et telle que

le repére de Serret-Frénet en 0 associé a -y est la base canonique de R3.

8.3 Courbure et torsion sans paramétrisation par |'abscisse curviligne

Proposition 8.6 Soit v : | — R3 une courbe paramétrée et réguliére de classe C*
avec k € N* U {400} et soit 8 : J — | un difféomorphisme de classe C¥ tel que

4 =~ o 3 soit une courbe paramétrée par l'abscisse curviligne. Soit s € J et t € |
tels que t = [3(s). Si k > 2 la courbure |K|(s) de 7 en s vaut

1'(&) A" ()]
[y ()P

Kl(s) =

et si k > 3 et y biréguliére la torsion T(s) de 7 en s vaut

o) = S OAY(0.5"(1) >
h® A

Remarque 8.5 Cette proposition permet de donner un sens a la courbure d'une
courbe paramétrée et réguliére de classe Ck avec k > 2 et a sa torsion si la courbe

est biréguliére et si k > 3. Si v :/ — R3 une courbe paramétrée et réguliére de
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classe C* avec k € N* U {+00}, on appelle courbure de v en t le nombre

I A
K="

et si k > 3 et y biréguliére on appelle torsion de v en t le nombre

(1) = SO A7) >
(&) Ayl

8.4 Courbure totale

Définition 8.5 Soit v : | — R® une courbe de classe Ck avec k > 2 paramétrée

par I'abscisse curviligne. La courbure totale de ~y est l'intégrale

K](y) = / IK|(£)d.

Théoréme 8.1 (admis) Soit v : | — R3 une courbe de classe C* avec k > 2
paramétrée par |'abscisse curviligne. On suppose que | = R et que ~y est périodique
de période |. Alors | est égale a Longueur(,0, ), la courbure totale de v | est
supérieure ou égale a 2.
8.5 Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques
Définition 8.6 Les coordonnées polaires d'un point a = (ai, @) de R? sont les
couples (r,0) € RT x R tels que

a, = rcos(f),

a, = rsin(6).

Remarques 8.6 e On peut toujours prendre 6 € [0, 27].
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e Tout a non nul admet un unique couple (r,0) € R™ x [—x, 7| de coordonnées

polaires.

Exemples 8.3 (de courbes paramétrées en coordonnées polaires)

e Le cercle centré a |'origine et de rayon R est donné en coordonnées polaires par
te R— (R, t).
e Une spirale d'Archiméde est une courbe paramétrée en coordonnées polaires par
t € R (\+ pt, t)

avec A > 0 et u € R™.

e Une spirale logarithmique est une courbe paramétrée en coordonnées polaires par
te R— (', t)

avec A\, u >0 et p # 1.
e La droite x = R avec R > 0 est une courbe paramétrée en coordonnées polaires

par
mwoTr

tel—=, =
] 22

,1).

[— (m

e La courbe paramétrée en coordonnées polaires par

p
teR —,t
© l_>(1—ecos(t)’ )

avec p > 0 et e € R™ est une conique. Si I'excentricité e vaut 0, c'est un cercle. Si

e €]0, 1[ c’est une ellipse. Si e = 1 c’est une parabole. Si e > 1 c’est une hyperbole.

Définition 8.7 Les coordonnées cylindriques d'un point a = (ai, a, a3) de R3
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sont les triplets (r,#, a3) € Rt x R x R tels que

ap = rcos(f),

a, = rsin(0).

Remarques 8.7 e On peut toujours prendre 6 € [—m, 7).
e Tout a n'appartenant pas a I'axe Oz admet un unique triplet

(r,0,a3) € R x [—m, m[xR de coordonnées cylindriques.

Exemple 8.4 Une hélice qui s’appuie sur un cylindre d’axe vertical et de rayon

R > 0 est donnée en coordonnées cylindriques par

t € R— (Rcos(t), Rsin(t), RAt)

ol A € R est la pente de la droite tangente a |'hélice en t € R quelconque.

Définition 8.8 Les coordonnées sphériques d'un point a = (ay, a0, a3) de R3 sont

les triplets (r, 6, ®) € Rt x R x R tels que

(

a; = rcos(6)cos(¢),
{ a2 = rsin(#)cos(o),
a3 = rsin(9¢).

\

Remarques 8.8 e Il est courant d'appeler 6 longitude et ¢ latitude.
e On peut toujours prendre € [, 7] et ¢ € [—7, T[.
e Tout a n'appartenant pas a I'axe Oz admet un unique triplet

T

(r,0,¢) € R™ x [—m, m[x] — 5, 5[ de coordonnées sphériques.
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Exemple 8.5 La courbe paramétrée en coordonnées sphériques par
t
te R— (1,t, 2arctan(exp(x)))

avec A € R* est une loxodromie qui s'appuie sur la sphére unité et qui fait un angle

constant avec les méridiens (6 =cte) et les paralléles (z =cte).

9 Surfaces de I'espace de dimension trois

9.1 Surfaces réguliéres

Définition 9.1 Soit k > 1. Un sous-ensemble non vide S de R3? est une surface
réguliére de classe C¥ si pour tout a € S il existe une base b de R3, un ouvert non
vide U de R?, un intervalle non vide J de R et une application f : U — J de classe
Ck tels que dans les coordonnées affines associées au repére affine (a, b)

I'intersection SN (U x J) est égale au graphe de f.

Remarque 9.1 Une surface réguliére de R3 est une sous-variété de dimension 2 de
R3.

Exemples 9.1 e Un plan inclus dans R® est est une surface réguliére de classe C*
de R3,

e Le graphe d'une application f : U — R de classe C* o U est un ouvert de R? et
k > 1 est une surface réguliére de classe C¥ de R3.

e Les sphéres Sy(a, R) avec a € R et R > 0 sont des surfaces réguliéres de classe
C> de R3,

e Soit a, b, ¢, d € R*. Alors la quadrique S définie par

S=(xy,2z) € R|ax® + by* + cz* = d}
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est soit vide, soit une surface réguliére de classe C* de R3.

e Soit a, b, c € R*. Alors le cone C défini par
C = (x,y,2) € R¥ax® 4 by? + cz* = 0}

n'est pas une surface réguliére de classe C* de R3 mais le cone épointé

S* =5\ {0}, s'il n'est pas vide, est une surface réguliére de R®.

e La surface réguliére C de classe C* de R3 définie par

C = {(x,y,2)|x* + y> = R?} avec R > 0 est un cylindre de révolution d'axe Oz.

e La surface réguliére S de classe C* de R3 définie par
S ={(x,y, 2)|x* + y* = cosh?(z)}

est une caténoide.

e La surface réguliére T de classe C* de R3 définie par

T={(xy. (V32— RY + 22 =2

avec 0 < r < R est un tore de révolution par rapport a I'axe Oz.

e La surface réguliére H de classe C* de R3 définie par
H = {(x,y, z)|xsin(Az) = y cos(\z)}

avec \ € R* est un hélicoide.

Définition 9.2 Une surface de révolution (par rapport a I'axe Oz est une surface
réguliere S et de classe C¥ avec k > 1 invariante sous I'action de toute rotation

d'axe Ozs : si Ry est la rotation d'angle 6 autour de I'axe Oz avec 6 € R alors
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Ro(S) = S.

Exemples 9.2 Parmi les exemples précédents, les sphéres dont le centre est sur
I'axe Oz, les cylindres de révolution d'axe Oz, les plans horizontaux, les caténoides,
les tores de révolution d'axe Oz, les quadriques et les cénes lorsque a = b sont des

surfaces de révolution d'axe Oz.

Proposition 9.1 Si f : | — R™ est une application de classe C¥ avec k > 1

alors

S ={(x.y.2)|x* + y* = f(2)}
est une surface de révolution d’axe Oz et de classe C¥.

Définition 9.3 Si S est une surface de révolution d’axe Oz et de classe C¥ avec

k > 1 alors I'ensemble

M=Sn{y=0x>0}
s'appelle méridien de S.

Proposition 9.2 Le méridien M d’une surface de révolution S d’axe Oz et de

classe Ck avec k > 1 est une courbe de classe C.

Exemples 9.3 e L'hyperboloide de révolution a une nappe

S={(xy. 2)]x* +y* = A+ pz*}

avec \, it € R™ est une surface de révolution d'axe Oz, de classe C*™ et de
méridien une branche d'hyperbole.

e La caténoide est une surface de révolution d'axe Oz, de classe C* et de méridien
une chainette.
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Définition 9.4 Une surface réglée est une surface réguliére S et de classe Ck avec
k > 1 telle qu'en chacun de ses points passe une droite contenue dans la surface

(ou au moins un intervalle ouvert inclus dans une droite).

Exemples 9.4 e L'hélicoide est une surface réglée.
e L'hyperboloide de révolution a une nappe est une surface réglée.

e Le conoide de Pliicker donné par |'équation

2= 29 avec (x,y) # (0,0)

x2+y

est une surface réglée.

e Le conoide circulaire C donné par I'équation
y? = (z —1)*(1 — x?) avec z €]0, 1]

est une surface réglée.

e Le parapluie de Whithney donné par I'équation
x* = y*z avec (x, y) # (0,0)

est une surface réglée.

e Le parapluie de Cartan donné par |I'équation

z(x* 4+ y%) = y* avec (x,y) # (0,0)

est une surface réglée.
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9.2 Plan tangent, vecteur normal et application de Gauss

Définition 9.5 Soit k > 1, S C R3 une surface réguliére de classe Ck. Soit a un
point de S, b une base de R3, U un ouvert non vide de R?, J un intervalle non vide
de Ret f: U — J une application de classe C* tels que dans les coordonnées
affines associées au repeére affine (a, b) I'intersection SN (U x J) soit égale au
graphe de f. Alors le plan tangent 7,5 a S en a est I'image de I'application linéaire
de R? dans R qui a u € R? associe (u, df;(u)). Les vecteurs de T,S sont appelés

vecteurs tangents a S en a.

Proposition 9.3 Dans la définition précédente, T,S ne dépend pas du choix de

b,U,Jetf.

Définition 9.6 Soit S C R3 une surface réguliére de classe C¥ avec k > 1 et a un
point de S. On appelle vecteur normal 3 S en a un vecteur unitaire L qui engendre

la droite T3 orthogonale au plan tangent 7,5 a S en a.

Définition 9.7 Soit k > 1, S C R une surface réguliére de classe C¥, U un
ouvert de R%, f: U — R3 une immersion de classe C* et injective telle que
f(U) C S. Alors I'application Gr : U — S, définie par

%(t,s) A %(t, s)

Gr: (t, e Uw— Gyl(t, - '
p ( 5) U( 5) H%(t,s)/\%(tvs)u

est une application de classe C¥~! qui associe a tout (t,s) € U un des deux vecteurs

normaux a S en f(t,s). Elle est appelée application de Gauss (associée a f).

Proposition 9.4 Soit k > 1, S C R3 une surface réguliére de classe C*, U un
ouvert de R2, f : U — R3 une immersion de classe Ck et injective telle que
f(U) C S, V un ouvert de R? et g : V — R3 une immersion de classe C¥ et
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injective telle que g(V') C S. Alors G¢(t) = £G,(s) sit € U et s € V sont tels que

f(t) = &(s).

Remarque 9.2 Cette proposition implique que, au signe prés |'application de

Gauss Gs est bien définie en chaque point d'une surface.

9.3 Premiére forme fondamentale et aire d’une surface

Définition 9.8 Soit k > 1, S C R3 une surface réguliére de classe C¥ et a € S un
point de S. La premiére fondamentale Fj, de S en a est la restriction au plan
tangent T,S de la forme quadratique associée au produit scalaire c'est a dire c'est la
restriction au plan tangent 7,5 de l'application qui a un vecteur v associe le carré

de sa norme :

Fia(v) = ||v||? si v € T,S.

Proposition 9.5 Soit k > 1, S C R3 une surface réguliére de classe C*, U un
ouvert de R? et f : U — R3 une immersion de classe C¥ telle que f(U) C S. Soit

E, F et G les fonctions définies par

E(p) =< 0 (p). 2L (p) >, F(a) =< T (p), g—;(m >, G(a) =< g—;@), g—;<p> >

sip € U. Alors les fonctions E, F et G vérifient les propriétés suivantes :

o siv=(v,v) e R?alors df,(v) € Tg)S et
Firp)(dfs(v)) = [|df,(v)|[* = E(p)vi + 2F (p)viva + G(p)v3

et donc les fonctions E, F, G permettent de calculer la premiére forme

fondamentale,
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o siv:l — UC R? est une courbe paramétrée, réguliére et de classe C* alors
4 =fo:l—S C R3 est une courbe paramétrée, réguliére et de classe C¥ et si
a, b € | sont tels que a < b alors la longueur de courbe paramétrée 7 entre a est b

vérifie

b
Longueur(7, a, b) :/ Fiyrydye) (7' (t))dt

= v (t)dt.

/b () E(y(1)) F(r(1))
’ F((2)) G(v(1)

Exemple 9.5 Soit R > 0, S le cylindre
S={(x,y z) € R|x*+ y* = R?}

et f : R? = R3 définie par

(

x(t,s) = Rcos(t)
(t.s) € R f(t,s) = q y(t,s) = Rsin(t)

z(t,s) =  Rs.

\

Alors f est une immersion, f(R?) = S et si (t,s) € R? on a
E(t,s) = R? F(t,s)=0, G(t,s) = R

Par conséquent si 7 : | — R? est une courbe paramétrée, réguliére et de classe C*

avec k > 1letsia bel avec a < b alors

Longueur(f o+, a, b) = R - Longueur(~, a, b).
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Proposition 9.6 Soit k > 1, S C R3® une surface réguliére de classe Ck UetV
des ouverts de R et f : U — R3 et g : V — R® des immersions de classe C¥ et
injectives telles que f(U) = g(V) C S et telles que S\ f(U) et S\ g(v) sont
incluses dans des réunions de familles au plus dénombrables de courbes de classe

Ck. Alors on a I'égalité

of B og (9g
L5 Agl= [ 1A

Définition 9.9 Soit kK > 1, S C R3 une surface réguliére de classe Ck. U un
ouvert de R? et f : U — R® une immersion de classe C¥ et injective telle que
f(U) C Set S\ f(U) est incluse dans la réunion d'une famille au plus dénombrable

de courbes de classe Ck. L'aire Aire(S) de la surface S est
f f
Aire(S / Ha 8

Remarque 9.3 D’aprés la proposition précédente, |'aire ainsi définie est
indépendante du choix de I'immersion injective dont |'image est la surface

considérée a une union au plus dénombrable de courbes pres.

Proposition 9.7 Soit k > 1, S C R3 une surface réguliére de classe C*, U un
ouvert de R? et f : U — R3 une immersion de classe C* et injective telle que

f(U) CS. Soit E, F et G les fonctions définies par

E(p) =< 5.(p). 51() >, F(2) =< (). 5 (9) > G(a) =< 5. (1), 5. () >

sipe U. Alors

H—(p) (p)l| = VE(p)G(p) — F2(p)sipe U
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et donc

Aire(f(U)) :/U\/EG — F2.

Exemple 9.6 Soit R, h > 0, S le cylindre
S={(x.y. z) € R|x*+ y* = R? z €]0, h[}

et f:]0, 27[x]0, &[— R® définie par

4

x(t,s) = Rcos(t)

(t,s) €]0, 2w[x]0, g[r—> f(t,s) =1 y(t.s) = Rsin(t)

\z(t, s)=  Rs.

Alors f est une immersion injective, f(]0, 2[x]0, &[) est égal & S privé d'un

intervalle et est une immersion, f(R?) = S et si (¢, s) €]0, 27[x]0, &[ on a
E(t,s) = R? F(t,s)=0, G(t,s) = R°.
Par conséquent 'aire Aire(S) de S vaut

Aire(S) = / R?dt - ds = 2w Rh.
10.27[>]0, [
9.4 Deuxiéme forme fondamentale et courbures moyenne et de

Gauss

Définitions 9.10 Soit k > 2, S C R® une surface réguliére de classe C¥, a € S, b
une base orthonormée directe de R® dont les deux premiers vecteurs engendrent le
plan tangent T,S de S en a. Il existe un ouvert U de R?, un intervalle J de R et

une application f : U — J de classe C¥ tels que dans les coordonnées affines
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(x, y, z) associées au repére affine (a, b) l'intersection SN (U x J) est égale au
graphe de f. Par construction f(0) =0, df(0) = 0 et T,S est le plan horizontal
d’équation z = 0.

e La dérivée seconde de f en O définie sur T,5 une forme quadratique notée Fj, et
appelée seconde forme fondamentale.

e La forme quadratique Fj;; est, comme toute forme quadratique
ortho-diagonalisable. Ainsi, le plan tangent T,S admet une base orthonormale

(u1, up) formée de vecteurs propres de cette forme. Dans les coordonnées la
deuxiéme forme fondamentale Fj;, s'écrit kydx? + kodx3.

e Les valeurs propres ki et kp de la deuxiéme forme fondamentale Fj;; sont appelées
courbures principale de S en a. Leur moyenne H est appelée courbure moyenne de S
en a. Leur produit K est appelé courbure de Gauss de S en a. Si k; - k» > 0 a est
dit elliptique, ky - ko < 0 il est dit hyperbolique, si une des valeurs propres s'annule
mais pas l'autre il est dit parabolique. Si k1 = ko = 0 a est un méplat et c'est un

ombilic si les deux valeurs propres sont égales et non nulles.

Proposition 9.8 Soit k > 2, S C R3? une surface réguliére de classe C¥, a € S, N
un plan passant par a et contenant les vecteurs normaux a S en a et~ : 1 — N une
courbe paramétrée par I'abscisse curviligne et de classe CX. On suppose qu'il existe

t, € | tel que y(t;) = a. Alors la courbure |K|(t,) de 7y en t, vérifie

[KI(ta) = | Fua(y'(2a))].

Remarque 9.4 Soit (uy, up) une base orthonormale de T,S formée de vecteurs
propres de la forme quadratique JFj,. Dans cette base Fjj; est donnée en

coordonnées par kydx? + kodxs ol ky et ky sont les courbures principales. Si dans la
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proposition précédente le plan normal N contient le vecteur cos(6)u; + sin(6)u, de
coordonnées (cos(#), sin(#)) alors la courbure en t, de la courbe 7 de la proposition

est donnée par la formule
|K|(t,) = |ki cos(0)? + kysin(6)?]

et ceci constitue le théoréeme d'Euler pour la courbure. Cette courbure s'appelle

courbure normale de S en a associée au plan normal N.

Proposition 9.9 Soit k > 2, S C R3 une surface réguliére de classe Ck U un
ouvert de R%, f : U — R® une immersion de classe C¥ et injective telle que

f(U) C S. Alors la seconde forme fondamentale F; est reliée a la différentielle dGy
de I'application de Gauss G¢ de la facon suivante :sip € U, a€ S, v € R? et

w € T,S vérifient a = f(p) et w = df;(v) alors
./T"//a(W) =< dgf(p)(v), v >

9.5 Courbure totale

Proposition 9.10 Soit k > 1, S une surface compacte de classe CXK de R3, a€ S

et 11 un vecteur normal 3 T,S. Alors S admet une unique application de Gauss Gs

de classe Ck~1 qui vérifie Gs(a) = 1.

Remarque 9.5 Cette proposition indique que si S est une surface compacte,
I'application de Gauss peut étre définie globalement sur S. Si k > 2, associée 3
cette application de Gauss, la courbure de Gauss est une application K : S — R de

classe Ck—2,

Définition 9.11 Soit kK > 2, S une surface compacte de classe CX de R3, a € S,
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7 un vecteur normal & T,S, Gs I'application de Gauss telle que Gs(a) = T et

K : S — R la courbure de Gauss associée. Soit aussi U un ouvert de R? et

f : U — R3 une immersion de classe C¥ et injective telle que f(U) C Set S\ f(U)
est incluse dans la réunion d'une famille au plus dénombrable de courbes de classe
Ck. La courbure totale K(S) de S est définie par

of oOf T

Kof- < —ANA—,
U ° Ox Oy

i) =| x| =| [

Remarque 9.6 Cette définition de la courbure totale d'une surface compacte est

indépendante du choix de f.

Théoréme 9.1 (de Gauss-Bonnet) Soit k > 2 et S une surface compacte de

classe C¥ de R3. Alors il existe un entier n € N tel que

|K(S)| = 27n.
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