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1 Limites des suites numériques
1.1 Qu’est-ce qu’une suite numérique ?

Définition 1 Une suite numérique est une application de N dans R. Une suite numérique u est parfois
notée (uy)nen et le réel u,, appelé n-eéme terme de la suite u (ou terme de rang n ou terme général),
désigne ’image u(n) de I’entier n par u.

1.2 Rappeler la définition d’une suite convergente.

Définition 2 Une suite numérique u = (u,),eN est dite convergente s’il existe un réel [ appelé limite
de la suite u et qui vérifie la propriété suivante. Quel que soit I’intervalle ouvert qui contient / il existe
un rang a partir duquel tous les termes de la suite appartiennent a cet intervalle. Autrement dit, la suite
numérique u = (up),enN est dite convergente si 1’assertion suivante est vraie :

NeRVESOINENVREN (n>N) = (Jlup—1| <e€).

Proposition 1 Si une suite numérique u = (uy,),eN converge et a pour limite les réels [ et [’ alors
[ =1 : lalimite d’une suite convergente est unique.

Preuve On suppose que u = (uy),eN converge et a pour limite les réels [ et I’. Si € > 0 il existe donc
N,N’ € N tels que si n € N alors n > N implique |u, —I| < € et n > N’ implique |u, —I'| < €. En
prenant n = max(N,N’), on obtient | —I'| < |u, — | + |u, —I'| < 2€. Or tout réel strictement positif
s’écrit sous la forme 2¢ avec € > 0. Donc |/ —[’| est nul car strictement inférieur a tout réel strictement
positif et la limite [ est bien égale a /.

Notation Si une suite numérique u = (u,),eN converge et a pour limite le réel / on dit que u tend ou
converge vers [ et on le note
limu = lim(uy)pen lim w, =1.
n——4-oo

Rappel 1 Si x € R il existe un unique entier relatif noté Ent(x), appelé partie enti¢re de x et qui vérifie
Ent(x) <x < x+ 1. Ce résultat est une conséquence du caractere archimédien du corps des réels (si
x,y € Rety > 0il existe un entier naturel n € N tel que x < ny) et du fait que I’ordre sur I’ensemble des
entiers naturels est un bon ordre (tout sous-ensemble non vide de N posséde un plus petit élément).

1.3 Donner des exemples simples, tous justifiables a I’aide de la définition.

Exemple 1 Toute suite constante est convergente et sa limite est égale a sa valeur.

Preuve Soit A la valeur de la suite constante considérée. Si € > 0 et si n € N alors |u, —A| =0 < €.
La suite est donc bien convergente vers A.

Exemple 2 La suite u = (ﬁ) neN est convergente de limite 0.

Preuve Si € > 0 et si n est un entier supérieur ou égal a la partie entiere de é alors 1 +n > % >0 et
donc 0 < ﬁ < €. La suite est donc bien convergente vers 0.

Exemple 3 La suite u = ()N est convergente de limite 0.
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Preuve Si € > 0 et si n est un entier strictement supérieur a % alors 2" >netn > % > 0. Par conséquent
0< 2% < €. La suite est donc bien convergente vers 0.

Remarque 1 Une raison (a méditer) pour laquelle 2" est strictement supérieur a n est que 2" est le
nombre de sous-ensembles d’un ensemble a n éléments et que 1’ensemble des parties d’un ensemble
a un cardinal strictement plus grand que I’ensemble lui-méme (que I’ensemble soit fini ou infini).
En effet puisque si E est un ensemble et f est une application de E dans I’ensemble P(E) de ses
sous-ensembles alors I’ensemble F = {x € E : x ¢ f(x)} est un élément de P(E) mais n’est I'image
d’aucun élément de E et donc f n’est pas surjective.

1
(I+a)"

Exemple 4 (suite géométrique de raison dans |0, 1[) Si a > 0 la suite u = ( )JneN est convergente

de limite O.

Preuve Pour établir ce résultat montrons tout d’abord par récurrence sur n € N que 1 < (14a)" et que
na < (1+a)" sin € N. Ces inégalités sont vraies si n = 0 car elles s’écrivent alors 1 <1 = (1+a)’ et
0=0a < 1 = (1+4a). 11 suffit donc de vérifier qu’elles sont héréditaires pour conclure  leur véracité.
Considérons doncn € Ntel que 1 < (14a)" etna < (1+a)". Puisque 0 <aonal < 1+a et puisque
1 < (1+a)"il vient 1 < (1+a)"!. 1l vient aussi a < a(1 +a)". Ceci entraine aussi, combiné a
I’hypothese na < (1+a)"

(n+1a=na+a<(1+a)"+a(l+a)"=(1+a)""",

c’est adire (n+4 1)a < (1+a)"*!. Considérons maintenant € > 0. D’aprés ce qui vient d’étre établi,
tout entier n strictement supérieur a % esttel que (1+a)" > na > % > 0etdonc 0 < m < % <E.
Exemple 5 (théoreme des gendarmes ou d’encadrement) Soient u = (uy,)neN, Vv = (Vn)neN €t W =
(Wn)neN trois suites numériques. On suppose que u et w sont convergentes et tendent vers la méme
limite / € R. Si pour tout entier n les inégalités u, < v, < w,, sont vérifiées alors v est aussi convergente
et tend vers /.

Preuve Soit € > 0. Puisque u et w tendent vers [ et que %8 > 01l existe N1,N, € Ntelsquesin € N
alors |u, — 1| < %8 dés que n > Nj et |w, —I| < %8 deés n > N;. Soit N = max(N;,N,) et soitn > N.
Onalu,—1| < %8 et lw, —1| < %8. Or u, < v, <wj, donc |v, —up| < |wp —uy| < |uy — 1|+ |wy — 1
(inégalité triangulaire). Par conséquent |v, —I| < |v, — up| + |ty — 1] < |ty — 1| + |wy — 1| + |up — |
et comme chaque terme est strictement majoré par %8 il vient |v, —I| < €. Ceci signifie que v est
convergente et tend vers /.

1.4 Rappeler la définition d’une suite divergente.

Définition 3 Une suite numérique u = (u, ) eN est dite divergente si elle n’est pas convergente, c’est
a dire si quel que soit le réel / il existe un intervalle ouvert qui contient / tel que quel que soit le
rang considéré il existe un terme de la suite de rang au moins égal qui n’appartient a cet intervalle.
Autrement dit, la suite numérique u = (u,),en est divergente si I”assertion suivante est vraie :

VIeR3IE>0VYNeNITneN (n>N)A(lu,—1] >¢).

On dit qu’une suite numérique u = (u, ) eN diverge vers +oo si pour tout réel il existe un rang a partir
duquel tous les termes de la suite lui sont supérieurs :

VKeRINeNVReN (n>N) = (u, > K).

On dit qu’une suite numérique u = (u, ) eN diverge vers —eo si pour tout réel il existe un rang a partir
duquel tous les termes de la suite lui sont inférieurs :

VK€ RINENVREN (n>N) = (u, <K).
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1.5 Donner des exemples simples, tous justifiables a I’aide de la définition.

Exemple 6 La suite u = ((—1)"),eN est divergente.

Preuve Raisonnons par I’absurde. On suppose que u tend vers un réel / et on montre que ceci entraine
une contradiction. Soit € = 1. Si u converge il existe un rang N tel que si n > N alors |u, —I| < 1.
Puisque N <2N <2N+1lona|l—I|=|uoy—1| < let|—1—1| = |uoy+1 — | < 1. 1l vient donc

2=[1—(=D|<|1=I|4+|-1-1<1+1=2.
C’est la contradiction recherchée.
Exemple 7 La suite u = (n),eN est divergente, elle est méme divergente vers +oo.

Preuve Soit / € R. Si € > 0, quel que soit I’entier naturel N alors pour tout entier naturel n» au moins
égal au maximum entre N et la partie entiere de [+ €+ 1 on a |u, —[| > € et u,, > [. Par conséquent
la suite u ne converge pas vers / quel que soit / € R, la suite u est donc divergente. De plus elle est
divergente vers oo,

Exemple 8 La suite u = (2"),eN est divergente, elle est méme divergente vers +oo.

Preuve Soit / € R. Si € > 0, quel que soit I’entier naturel N alors pour tout entier naturel » au moins
égal au maximum entre N et la partie entiere de /+€+1ona |u, —I| >ecarl+e<n <2"etu, > 1.
Par conséquent la suite u ne converge pas vers / quel que soit / € R, la suite u est donc divergente.
De plus elle est divergente vers +oo. En effet quel que soit K € R si on pose N = max(0,Ent(K) + 1)
alors pour tout entier naturel n, u,, > K dés que n > N.

Exemple 9 (suite géométrique de raison dans |1, 4oo[) Si a > 0 la suite u = ((1 4+ a)"),eN est diver-
gente, elle est méme divergente vers +-oo.

Preuve Soit / € R. Si € > 0, quel que soit N € N, pour tout n € N au moins égal au maximum entre
N et la partie enticre de (li:—s) +1lonalu,—I|>ecarl+¢€<na< (1+a)"etu, >l Par conséquent
la suite u ne converge pas vers / quel que soit / € R, la suite u est donc divergente. De plus elle est
divergente vers +oo. En effet quel que soit K € R si on pose N = max(O,Ent(%) + 1) alors pour tout

entier naturel n, u, > K dés que n > N.

Exemple 10 (théoréme des gendarmes infinis ou d’encadrement infini) Soient u = (uy)eN, v =
(Vn)nen et w = (Wp)nen trois suites numériques. On suppose que u et w tendent vers la méme li-
mite infinie. Si pour tout entier n les inégalités u,, < v, < w,, sont vérifiées alors v tend aussi vers cette
méme limite infinie.

Preuve Soit K € R. Supposons que u et w tendent vers oo (respectivement —oo). Il existe donc
Ni,N, € N tels que si n € N alors u,, > K (respectivement u, < K) des que n > N et w, > K (res-
pectivement w, < K) dés n > N;. Soit N = max(Nj,N,) et soit n > N. On a u, > K et w, > K
(respectivement u, < K) et w, < K). Or u, < v, <w, donc v, > K (respectivement v, < K). Ceci
signifie que v tend vers +oo (respectivement —oo) si u et w tendent vers +oo (respectivement —oo).

Proposition 2 Soient u = (u,),en de limite / finie ou infinie et soit K € R. Supposons K > [ (respec-
tivement K < /). Il existe alors N € N tel que pour tout n € N, u,, < K (respectivement u,, > K) des
que n > N.



Preuve Si [ = +o0 ou [ = —oo I’énoncé correspond a la définition de limite infinie. Supposons / € R
et posons € = |K —[|. Puisque € > 0 et que u converge vers / il existe N € N tel que pour tout n € N,
l—e<u, <l+edesquen > N. Ainsi si K > [ (respectivement K < [) alors K = [ 4 € (respectivement
K =1—¢)etpourtoutn € N, u, <l+¢€ =K (respectivement u, > [ —¢€ = K) desquen > N.

Proposition 3 (théoreme de comparaison) Soient u = (u,),eN €t v = (v, )neN deux suites numériques
qui admettent [ et [’ comme limites finies ou infinies. Si pour tout n, u,, < v, alors [ < I'.

Preuve Si ce n’est pas le cas il existe K € R tel que I’ < K < [. D’apres la proposition précédente
appliquée aux deux suites u et v il existe un rang N tel que si n € N vérifie n > N alors u, > K et
v, < K donc v, < uy,, ce qui n’est pas possible. Ainsi [ < 1.

1.7 Montrer qu’une suite convergente est bornée.

Preuve Soit u = (u,),eN une suite convergente vers un réel /. Soit € = 1. Il existe un entier N tel que
pour tout entier n supérieur ou égal a N il vient |u, — | < 1. On note

K =1+ |l]+max{|ug|:keNetk <N}.

Puisque {|ug|: k € Netk <N} est fini K est un réel et par construction ¢’est un majorant de (|uy|)nenN-
La suite u est donc bornée.

Remarque 2 Puisque une suite convergente est bornée, une suite divergente vers +oo ou divergente
vers —oo est divergente.

1.8 Rappeler la définition de la borne supérieure d’une partie £ de R.

Définition 4 Un sous-ensemble £ de R admet comme borne supérieure M si M est un majorant de £
et si c’est le plus petit des majorants.

Remarque 3 Avec cette définition on autorise a +oo et —oo a étre des bornes supérieures.
Notation La borne supérieure d’un sous-ensemble E de R est notée Sup(E) ou SupE.

Remarque 4 On définit de fagcon analogue la borne inférieure d’un sous-ensemble E de R. C’est un
minorant de E et c’est le plus grand des minorant. On la note Inf(E) ou InfE. Si m est borne inférieure
de E alors —m est borne supérieure de —E et réciproquement.

1.9 Ecrire (a I’aide de quantificateurs) une phrase mathématique signifiant
que le réel M est la borne supérieure de la partie non vide £ de R.

Caractérisation 1 (Caractérisation quantifiée de la borne supérieure d’un sous-ensemble de réels) On
dit que M € RU{—oo, 40} est la borne supérieure du sous-ensemble E de R si et seulement

(WxeEx<M)AN(VxeRx<M)= (IyecEx<y<M)).

Remarque 5 Cette caractérisation marche pour M € R mais aussi pour M = 4o ou M = —oo,

Caractérisation 2 (Seconde caractérisation quantifiée de la borne supérieure d’un sous-ensemble de
réels) Le réel M est la borne supérieure du sous-ensemble E de R si et seulement

(WxeEx<M)AN(VecR(e>0)= (IycEM—-e<y<M)).
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Remarque 6 Cette caractérisation ne marche que pour M € R mais pas pour M = o0 ou M = —oo.

Proposition 4 (Propriété fondamentale de R) Tout sous-ensemble de R non vide et majoré admet une
borne supérieure réelle.

Remarque 7 Cette propriété est spécifique a R. Par exemple le sous-ensemble de Q des rationnels
positifs et dont le carré est inférieur ou égal a 2 n’admet pas de borne supérieure dans Q car v/2 n’est
pas rationnel.

Remarque 8 Tout sous-ensemble de R non vide et minoré admet une borne inférieure réelle.

Proposition S (caractérisation des intervalles de R) Un sous-ensemble non vide / de R qui contient
tout segment [a, b] dés que a < b € I est un intervalle.

Preuve Tout intervalle I contient bien tout segment [a,b] dés que a < b € I. Réciproquement consi-
dérons I qui contient tout segment [a,b] dés que a < b € I. 1l suffit de montrer que

|Inf(I), Sup(Z)[C I C [Inf(I),Sup()]

car si c’est le cas alors I est I'un des quatre intervalles suivants : |Inf(7),Sup(Z)[, [Inf(1),Sup(Z)],
|Inf(Z), Sup(7)] ou [Inf(1),Sup(Z)]. Soit x €]Inf(7), Sup(/)[. Par définition de la borne inférieure et de
la borne supérieure il existe a,b € [ tels que a < x < b. Par conséquent on a x € [a,b] C I etx € I.
Ceci prouve |Inf(1),Sup(Z)[C I. Si y € R vérifie y < Inf(E) alors y ¢ E par définition de la borne
inférieure et s’il vérifie y > Sup(E) alors y ¢ E par définition de la borne supérieure. Ceci prouve
I C [Inf(1),Sup(I)].

1.10 La borne supérieure de E est-elle toujours un élément de £ ? Donner des
exemples.

Réponse Non, la borne supérieure de R est 4o, celle du vide est —eo, celle de |0, 1] est 1, celle de

{—ﬁ:neN} est 0.

Proposition 6 Soit £ C R non vide. Alors il existe une suite croissante d’éléments de E qui tend vers
Sup(E).

Preuve Si Sup(E) € E il suffit de prendre la suite constante égale & Sup(E). On suppose doréna-
vant que Sup(E) ¢ E. On considere la suite u = (uy),en définie par récurrence de la fagon sui-
vante. On choisit up € E (c’est possible car E est non vide). Soit n € N. On suppose que u, est
construit. L’ensemble E,, défini par E, = {x € E : (x > u,) A (x > Sup(E) — ﬁ)} si Sup(E) € Ret
par E, = {x € E: (x> u,) A\ (x > n)} si Sup(E) = +oo est non vide et on choisit donc u, ;1 dans E,,.
Par construction on a u, < u,+1 si n € N et donc u est strictement croissante. Il reste a montrer que
u tend vers Sup(E). Soit € > 0 si Sup(E) € R ou K € R si Sup(E) = +c0. On pose N = 1 +Ent(})
si Sup(E) € Rou N =Ent(|K|)+ 1 € R si Sup(E) = +o. Alors pour tout entier n € N tel que n > N

on a |u, —Sup(E)| < €si Sup(E) € Ret u, > K si Sup(E) = +-oo. Ceci prouve que u tend bien vers
Sup(E).

1.11 Démontrer que si (u,),cN est une suite croissante et non majorée, alors
elle diverge vers +oo.

Preuve Soit K € R. Puisque (u,),eN n’est pas majorée, K n’est pas un majorant et il existe N € N
tel que uy > K. Puisque (u,)neN est croissante, pour tout entier n supérieur ou égal a N on a u,, > K.



Ceci établit que (u,),eN diverge vers +oo.

1.12 Démontrer que si (u,),cN est une suite croissante et majorée alors elle
converge.

Preuve Soit E = {u,, : n € N} I’ensemble des valeurs de la suite (u,),eN. Par hypothése il est majoré.
Il admet donc une borne supérieure notée [ qui majore tous les termes de la suite. Soit € > 0. Puisque
l—¢e < lilexiste N € N tel que uy > [ — €. Puisque (u,),eN est croissante et que / est un majorant
de la suite pour tout entier n supérieur ou égal a N il vient [ — € < u, < [. Ceci établit que (up)eN
converge vers /.

1.13 Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite décrois-
sante soit convergente.

Solution Soit v = (v,),eN une suite décroissante. Elle est convergente si et seulement si elle est
minorée. En effet si v est minorée alors —v, qui est croissante puisque v est décroissante, est majorée
donc convergente d’apres ce qui précede et réciproquement, si v est convergente elle est bornée donc
minorée.

1.14 Quand dit-on que deux suites réelles sont adjacentes ?

Définition 5 Les suites numériques u = (uy),eN €t v = (vy)uen sont dites adjacentes si 1’une est
croissante, 1’autre décroissante et si la différence v — u converge vers O.

Théoréme 1 Si les suites numériques u = (uy)eN €t v = (vu)nen sont adjacentes alors elles sont
convergentes et elles ont méme limite.

Preuve Considérons u et v deux suites adjacentes. Quitte a permuter u et v on peut SUpposer u Crois-
sante et v décroissante. La différence v — u est donc décroissante. S’il existe un rangs N tel que
vy —uy < 0 alors pour toutn > N v, —u, < vy —uy < 0 et donc la différence v — u ne peut pas tendre
vers 0. Or elle tend vers 0 puisque u et v sont adjacentes. Par conséquent pour tout rang n v, —u, > 0,
c’est a dire u,, < v,,. Ainsi on vérifie par récurrence

ug < up < vy <.

La suite u est donc croissante et majorée par vg. Elle est donc convergente. Puisque v = u+ (v — u),
que u convergente et que v — u convergente vers 0, v est aussi convergente de méme limite que u.

1.15 Enoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Définition 6 Soit v = (v,,),en € RN une suite numérique. Une suite de la forme (Vo(n) JneN OU ¢ : N —
N est strictement croissante es appelée sous-suite ou suite extraite de v.

Théoreme 2 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass) Toute suite numérique bornée posséde une sous-
suite convergente : si a,b € R vérifient a < b et si v = (v,),eN € [a,b]N alors il existe ¢ : N — N
strictement croissante telle que la sous-suite (Vq)(n))neN est convergente.

Preuve (Idée de preuve (par dichotomie)) Soient u = (i,)neN € [a,b]N, w = (Wp)neN € [a,b]N et
O = (0n)nen € NN définies par récurrence de la fagon suivante. On pose uy = a, wog = b et ¢ = 0.
L’ensemble {k € N : (k > ¢o) A (ug < vg < wp)} est infini. Soit n € N. On suppose u,, w, et ¢,
définis et {k € Nz (k > 0) A (n < vi < wy)} infini. Si {k € Nz (k> 0n) A (g < vie < 5(un +w))}



est infini on note ¢,4; son plus petit élément et on pose u,11 = u, €t wy41 = %(un + wy). Sinon
I’ensemble {k € N: (k > 0,) A (3 (un +wy) < v < w,)} est infini. On note alors ¢,,+1 son plus petit
élément et on pose u, 41 = %(un +wy) et w1 = wy,. Par construction u est croissante, w décroissante,
Wy — Uy = %(b —a)etu, < vy, < wy sin € N. Par conséquent w — u est convergente vers O et u et w
sont adjacentes donc convergentes vers la méme limite /. Puisque u, < vy, < wy, sin € N le théoreme
des gendarmes assure que la sous-suite (v¢(n))neN est convergente également vers /.

Définition 7 (ensemble fini) Un ensemble E est dit fini s’il est vide ou s’il existe un entier naturel n
et une bijection entre {1,...,n} et E. Cet entier est le nombre d’éléments de E. Un ensemble est dit
infini s’il n’est pas fini.

Exemple 11 Par exemple I’ensemble N des entiers naturels n’est pas fini.

Preuve Pour le vérifier on observe que si n € N et si f est une application de {1,...,n} dans N alors f
n’est pas surjective car le nombre 1+Y7_, f(k) qui est strictement supérieur a tout f(k), k € {0,...,n}
n’a pas d’antécédent.

Caractérisation 3 Un ensemble non vide E est infini si et seulement s’il existe une bijection entre E
et E\ {e} quel que soite € E.

Preuve On montre d’abord par récurrence sur n que si E est un ensemble a n+ 1 éléments alors il
n’existe pas de bijection de E dans E \ {e} quel que soit e € E. C’est bien vrai si n = 0 car alors E est
un singleton, E = {e} ol e est son unique élément et E n’est pas en bijection avec E \ {e} = 0 puisqu’il
ne peut y avoir d’application d’un singleton dans le vide. Vérifions I’hérédité. Soit n € N tel que pour
tout E ensemble a n+ 1 éléments il n’existe pas de bijection de E dans E \ {e} quel que soit e € E.
Soit E un ensemble a n+ 2 éléments. Raisonnons par 1’absurde : on suppose qu’il existe e € E et une
bijection de f de E dans E \ {e} et montrons que ¢a conduit a une contradiction. On pose E' = E \ {e}
ete’ = f(e). Puisque e n’a pas d’antécédent par f onae # ¢ ete’ € E'. Six € E alors x # e et donc,
puisque f est injective f(x) # f(e) = €. De plus f(x) # e car e n’a pas d’antécédent par f. Ainsi
f(E") C E'\ {€'} et I'application g : E' — E’\ {¢'} définie par g(x) = f(x) est bien définie et c’est
une bijection. Or E’ a n+ 1 éléments et donc, puisque ¢’ € E’, d’apres I’hypothése de récurrence,
il ne peut avoir de bijection de E’ dans E’\ {¢'}. C’est la contradiction recherchée qui acheve la
preuve de I’hérédité. Il reste maintenant a prouver que si e est un élément d’un ensemble infini E il
existe une bijection entre E et E \ {e}. Pour le faire on considére un ensemble non vide E dont on
ne dit rien du cardinal et ¢ € E un élément. Soit alors la suite (e,),en d’éléments de E construite
par récurrence de la fagon suivante. On pose ey = e et si n € N alors e,+1 = ¢, si E \ {ep,...,e,} est
vide et sinon ¢, est choisi dans E \ {eo,...,e, }. Deux cas se présentent. Le premier est celui ou il
existe n € N tel e, = e,41. Dans ce cas on note N le plus petit de ces entiers et E est fini et il est en
bijection avec {0,...,N}. Dans le second cas la suite (e,),en est injective, c’est a dire que si n # n’
alors e, # e,y, ’ensemble E est infini et la fonction f définie par f(e,) = e,+1 sin € Netpar f(x) =x
six € E\ {e,:n € N} est une bijection entre E et E \ {e}.

Définition 8 (cardinalité) On dit que deux ensembles ont méme cardinal s’il existe une bijection entre
les deux. Puisque la composée de deux bijections est une bijection et puisque toute bijection admet
une réciproque qui est elle méme une bijection, si E et F' ont méme cardinal et si F' et G ont méme
cardinal c’est aussi le cas de E et G. Puisque I’identité est une bijection un ensemble a méme cardinal
que lui-méme.

Exemple 12 (dans R) On peut montrer que R et | — 1, 1] ont méme cardinal en montrant que 1’appli-
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cation f de R dans | — 1, 1] définie par f(x) = %‘x‘ et I’application g de | — 1,1[ dans R définie par

g(x) = tan(Zx) sont bijectives.
Définition 9 (dénombrabilité¢) Un ensemble qui a méme cardinal que N est dit dénombrable.

Exemple 13 (dans N) Par exemple 1’application n — 2n est une bijection de 1’ensemble des entiers
naturels dans I’ensemble des entiers naturels pairs et I’application n — 2n+ 1 est une bijection de
I’ensemble des entiers naturels dans I’ensemble des entiers naturels impairs. Par conséquent N et
I’ensemble des entiers naturels pairs (ou I’ensemble des entiers naturels impairs) ont méme cardinal.

Exemple 14 (dénombrabilité de N?) En vérifiant que 1’application o : N> — N définie par
a(i, j) = (4 )i+ j+1)+)
est une bijection on établit que les ensembles N2 et N ont méme cardinal.

Exemple 15 (dénombrabilité de Z x N) De méme 1’application  : Z x N — N définie par
B, J) = 201, ))

sii>0etPB(i,j) =1+2a(—i,j) sii< 0 estune bijection et donc les ensembles Z x N et N ont méme
cardinal.

Exemple 16 (dénombrabilit¢ de Q) Munissons I’ensemble Q de 1’ordre suivant : si r = 7 et s = 5
avec a,c € Z, b,d e N,anb=cANd=1lalors r<ssia?+b*<c*+d*ouda?>+b*=c*+d?et
a < c. On peut vérifier qu’on a bien défini une relation d’ordre telle que pour tout s € Q ’ensemble
{re Q:r < s} estfini. Soit y: Q — N définie par y(s) = nombre d’éléments de {r € Q : r < s}. En
vérifiant que I’application 7y est une bijection on montre que les ensembles Q et N ont méme cardinal.

Exemple 17 (non dénombrabilité de R) Expliquons en utilisant un argument di a Cantor qu’il n’y
a pas de bijection de N dans [0, 1], c’est a dire une suite u € [0, 1[N telle que [0, 1[= {u, : n € N}.
Rappelons d’abord que si x € [0, 1] il existe une unique suite (x,),en € {0,1,2}N telle que d’une

part x = szvka et d’autre part s’il existe un entier K € N tel que pour tout k > K x; = xg alors
€
xg = 0. Cette suite (x,)neN € {0,1,2}N sera appelée écriture privilégiée de x. Considérons maintenant

une suite u = (up)neN & valeurs dans [0, 1[. Pour chaque n € N on choisit ’écriture privilégiée de

Uy : Uy = Z Un k3T avec pour tout k € N u, € {0,1,2} et s’il existe K tel que pour tout k > K
keN

Up j = Up g alors u, g = 0. Considérons le réel v = Z Vi

keN
On pose vk = 1 si uyx # 1 et v = 0 si ug , = 1. Par construction le réel v appartient a [0, 1| mais n’est

pas un terme de la suite u. Par conséquent la suite u ne peut définir une bijection de N sur [0, 1].

F{E défini de la facon suivante. Soit k € N.

Proposition 7 Soient (u,),eN et (v,)nen deux suites numériques qui tendent vers [ € Ret I’ € R. Alors
la somme (1, +v,)neN tend vers [+, le produit (i, X v,)nen tend vers [ x I et, si (i;)nen € RN ne
s’annule pas et [ # 0, (u]—n)neN tend vers %

Preuve Soit € > 0. Puisque %8 > 0 il existe N € N tel que si n > Ny alors |u, —I| < 5, [v,—1'| < §
etdonc |(uy, +vy) — (I+1)| < |up — 1]+ vy —I'| < €. Ainsi la somme (uy, + vy )nen tend vers [+ 1. 11
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existe K > 0 qui majore les termes |uy,| et |v,| ainsi que [ et I’. Puisque ﬁs > 0 il existe N> € N tel
que si n > N alors |u, — | < 5%, [vp —I'| < 5% et donc

ity X Vi — I 1| = (1t — 1) X v+ (v — 1) X 1] < [ty — 1] % [va] + v — '] % |I] <€

Ainsi le produit (u, X v, )N tend vers [ x I’. On suppose maintenant que (u,),en € RN ne s’annule

pas et que [ # 0. Pulsque [#0ete>0on amm(lz‘,l2 €) > 0 et donc il existe N3 > 0 tel que si n > N3

alors |u, —I| < min( ‘é', 5¢€). Ceci implique que si n > N3 alors |u,| > % et donc

! 1| b X | l\<—1 xlze €
—_—— — | = U, — —& =
up 1 Jud] " TR

Ainsi la suie (- - )ne tend vers 5

Proposition 8 Soient (u,),eN et (v,)nen deux suites numériques qui tendent vers +-oo. Alors la somme
(U + Vi )nen et le produit (u, X v,)uen tendent vers 4-oo et, si (i4,;)nen € RN ne s’annule pas alors
(:L)nen tend vers 0.

Preuve Soit K € R et soit € > 0. Il existe N € N tel que si n > Nj alors u, > %, Vv > % et donc
U, +v, > K. Ainsi la somme (u, + v, )neN tend vers +oo. Il existe N € N tel que si n > N, alors on
au, >1+|K|etv, >1+|K| et donc u, x v, > (1+|K|)> = 1+ 2|K| + K*> > K. Ainsi le produit
(tty X v)nen tend vers +o0. On suppose que (iy)nen € RN ne s’annule pas. Puisque 1> 0il existe
N3 > 0 tel que sin > N3 alors u, > ¢ L ot par conséquent 0 < <& Ainsi la suite ( )ngN tend vers 0.

Proposition 9 Soient (u,),en qui tend vers [ € R et (v,),en qui tend vers +oo. Alors la somme
(ttn + v )nen tend vers +oo.

Preuve Soit K € R. La suite (u,),eN qui est convergente est minorée par un réel L et il existe N € N
tel que si n > N alors v, > K — L et donc u,, +v, > L+ (K — L) = K. Ainsi la somme (1, + v, )neN
tend vers +-oo.

Proposition 10 Soient (u,),eN qui tend vers [ > 0 et (v,)uen qui tend vers +oo. Alors le produit
(tty X Vi )nen tend vers +oo.

Preuve Soit K € R. Il existe N € N tel que si n > N alors |u, — | > % >0, v, > ZTK et donc

X >l><2K K
Uy X Vy > = X — = K.
2 l

Ainsi le produit (u, X v;)sen tend vers +co.

Proposition 11 Soit (1,),en €]0, 0[N tend vers 0 alors la suite (- o JneN tend vers oo,

Preuve Soit K € R. Puisque ﬁ\Kl > (il existe N € N tel que si n > N alors 0 < u,, < et donc

o > 1+|K[ > K. Ainsi la suie (- 1 ~)neN tend vers —-oo.

1+\K\

Proposition 12 La suite (u,),eN tend vers +oo si et seulement si (—u;,),en tend vers —

Preuve Supposons que (u,),eN tende vers +oo et soit K € R. Il existe n € N tel que si n > N alors
u, > —K et donc —u, < K. La suite (—u,),eN tend donc vers —eo. Réciproquement supposons que
(—uy)nen tend vers —oo et soit K € R. Il existe n € N tel que si n > N alors —u,, < —K et donc u,, > K.
La suite (u,),eN tend donc vers +oo.

12



Remarque 9 Si on combine par somme, produit ou quotient les suites ((—1)" + n)ueN, (7)nen,

(=n)nenN, (—n+ %n)neN’ (1) neNs ((=1)"nens (3 )nens (1) 5 )neNs (55)nen on constate que

les opérations sur les limites non traitées par les propositions précédentes n’admettent pas de traite-
ment général. On parle de formes indéterminées.

Théoreme 3 Si une suite numérique est convergente (respectivement divergente vers oo, vers —oo)
alors toute suite extraite est convergente vers la méme limite (respectivement divergente vers +oo,
vers —oo),

Preuve Soit (u,),eN une suite numérique ¢ : N — N strictement croissante. Supposons que (i )neN
converge vers [ € R. Soit € > 0. Il existe N € N tel que si n > N alors |u, — | < €. Puisque ¢ est
strictement croissante si n > N alors ¢(n) > N et donc on a aussi |uy,) — | < & Par conséquent la
suite extraite (uy(,))neN €st convergente de limite /. Supposons que (uy,),eN diverge vers +oo (respec-
tivement —oo). Soit K € R. 1l existe N € N tel que si n > N alors u,, > K (respectivement u, < K).
Puisque ¢ est strictement croissante si n > N alors ¢(n) > N et donc on a uy(,) > K (respectivement
Uuy(n) < K). Par conséquent la suite extraite (uq,(n)) neN diverge vers +oo (respectivement —oo).

Proposition 13 Soit (u,),en une suite numérique. Si les suites extraites des termes de rang pair
(t2n)nen et impairs (42,11 )neN tendent vers I € RU {—oo, 400} alors (uy),en tend vers .

Preuve Soit (1, ),cN une suite numérique telle que les suites extraites des termes de rang pair (2, ) neN
et impairs (u2,+1)neN tendent vers [ € RU {—eo, +o0}. Supposons que ! € R. Soit € > 0. 1l existe
Ni € N tel que si n > Ny alors |up, —I| < €. 1l existe N, € N tel que si n > N, alors |up,1 —I| < €.
Soit N = 2(N; +N;) + 1. Puisque N > 2Nj et N > 2N, + 1, si n € N vérifie n > N alors il existe k € N
tel que k > Ny et 2k =nou k > N, et 2k+ 1 = n et donc |u, — I| < €. Par conséquent la suite (u;),eN
est convergente de limite /. Supposons que / = +oo (respectivement —oo). Soit K € R. Il existe Ny € N
tel que si n > Ny alors up, > K (respectivement up, < K). Il existe N, € N tel que si n > N, alors
upn+1 > K (respectivement up, 1 < K). Soit N =2(N;+N,)+1.0Ona N >2Nj et N > 2N, + 1.
Ainsi, si n € N vérifie n > N alors il existe k e Ntel que k > Ny et2k=nouk >Ny et2k+1=n
et donc u, > K (respectivement u,, < K). Par conséquent la suite (u,),eN est divergente vers oo
(respectivement —oo).

Définition 10 Une suite arithmétique est une suite de la forme u,, = upA” si n € N avec ug,A € R. Le
nombre A s’appelle la raison.

oy . . lfln'H
Proposition 14 Soit A € Rtelque A # 1. Sin € Nalors Y}, A= o

e, _an+l . .
Preuve On va prouver la propriété Y7_,AF = % si A € R\ {1} par récurrence sur n. On a bien

0+1 oL . . o1 st qrez
Z,?:O M=1= 1]1‘ ):r . La propriété est donc vraie au rang 0. Il reste donc a vérifier I’hérédité de cette
c s . Y o B
propriété. Soit n € N tel que Y7_o Ak = % siA € R\ {1}. Alors
n+1 1— xn—i—l

k __ 3 k n+1 __ n+l _
kzox _kzbk + X =T +X

1_7\}1—0—2
1—A

si A € R\ {1}. La propriété est bien héréditaire.

Proposition 15 Soit A € R tel que A # 1. Si [A| < 1 alors la suite (YF_,A%),en est convergente de
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limite ﬁ Si A > 1 alors la suite (Y}_,A%),en est strictement croissante, divergente vers —+oo. Si

A < —1 alors la suite (Y}, % Jnen divergente, la sous-suite des termes de rang pair tendant vers +oo
et celle des termes de rang impair tendant vers —

Preuve Si |A| < 1 alors la suite de terme général |A|" tend vers 0. C’est donc aussi vrai pour la suite de
WH_

1

relativement aux opération algébriques que (Y}, k A)nen est convergente de limite ﬂ SiA > 1alors

terme général A". Or sin € N alors };_, A= . On déduit des propriétés des 11m1tes de suites

la suite de terme général A" est minorée par 1 donc si n € Non a Y1 A — Y AF =1 > | et

Yi_oAF > n. La suite (Y7_,A%),en est donc strictement croissante et puisque la suite (1),eN diverge

vers +oo c’est aussi le cas de la suite (YF_yA%),en. Si A < —1 alors A > 1. Si n € N alors on a
_132 2\n . . Z. 2z

):2” A= L et ZZ”“ A= % Puisque A? > 1 la suite de terme général (A?)" tend

vers +oo. On dedult des propriétés des limites de suites relativement aux opération algébriques que

(X2, AK),en est divergente vers +oo et que (ZZ”H M) nen est divergente vers —

Définition 11 Soit u = (1,),en € RN une suite numérique. C’est une suite de Cauchy si quel que
soit € > 0 il existe un rang N € N a partir duquel € majore strictement les valeurs absolues |u, — u].
Autrement dit, u = (up)peN € RN est une suite de Cauchy si I’assertion suivante est vérifiée :

Ve>03INeNVp,geN (p,g>N)= (lup —uy| <e.

Proposition 16 Soit u = (u,),en € RN une suite numérique. Si elle posséde une limite finie elle est
de Cauchy.

Preuve Soit u = (u,),en € RN une suite numérique qui tend vers I € R. Soit € > 0. Puisque %8 >0
il existe N € N tel que si n € N vérifie n > N alors |u, — | < %8. Donc si p,q € N vérifient p,q > N
alors [up —uy| < lup — 1|+ |l —uy| < 3€+ € = €. La suite u = (u,)nen € RN est bien de Cauchy.

Théoréme 4 (réciproque de la proposition) Soit u = (u,),en € RN une suite numérique. Si elle est de
Cauchy alors elle est convergente

Preuve Soit u = (u,),eN € RN une suite numérique. On suppose qu’elle est de Cauchy. Soit € = 1.
Il existe N1 € N tel que si p,q € N vérifient p,q > N; alors |u, —u,| < 1. En particulier si n € N et
n > Ny alors |u, —uy,| < 1 etdonc |u,| < 14 |uy,|. On pose K =1 +Zlk\l0 |u| Alors K € R car c’est
une somme finie de Nj + 2 termes. De plus si k € N et k < Nj alors |ug| < 14 |ug| < K. Or, puisque si
k € N est tel que k > Nj alors |ug| < 1+ |uy+1| < K on vient de vérifier que K majore |uy| quel que
soit k € N. La suite u est donc bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe ¢ : N — N
strictement croissante telle que la sous-suite (u¢(,,))n€N admette une limite / € R. Soit € > 0. Puisque
%8 > 0 il existe N, € N tel si n € N vérifie n > N alors |ug(,) — | < %8. Puisque u est de Cauchy et que
%8 > 0 il existe N3 € N tel que si p,q € N vérifient p, g > N3 alors |u, —uy| < %8. Soit g = ¢(N, +N3).
Onag > N+ N3 > Ny, N3 et donc |ug — 1| = |ugn,+n5) — 1| < Te et [up —uy| < 3€ pour tout p > g.
Ainsi |up — 1| < |up — ug| + |ug— 1| < te+ e =€ si p > g. Finalement on vient d’établir que quel
que soit € > 0 il existe ¢ € N tel que |u, — | < € pour tout p € N vérifiant p > g. Ceci signifie que
u = (tn)nen € RN est convergente de limite /.
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2 Limite et continuité d’une fonction

2.1 Rappeler la définition de la limite finie d’une fonction a valeurs réelles en
un point a de R.

Définition 12 Soit D C R. Soit a € R. On dit que a est adhérent & D s’il existe une suite (1,),en € DN
convergente et de limite a. On dit que +oo (ou —oo) est adhérent a D s’il existe une suite (uy),eN € DN
divergente vers +oo (Ou —oo).

Définition 13 On appelle adhérence d’un sous-ensemble D de R le sous-ensemble noté D formé des
réels adhérents a D. Lorsque D = D on dit que D est fermé.

Exemples 18 L’ensemble des points adhérents a |0, 1] est le segment [0, 1] et I’ensemble des points
adhérents a |0, 4-oo] est [0, +oo).

L’ensemble des points adhérents a une union finie d’intervalles et la réunion des intervalles fermés
correspondants.

Puisque tout réel est limite de rationnels, ’ensemble des points adhérents a Q est RU { —oo, +oo}.
L’ensemble des points adhérents a un ensemble fini est I’ensemble lui-méme.

L’ensemble des points adhérents a N est NU {+oo}.

L’ensemble des points adhérents a Z est Z U { —co, 4-o0}.

Si (un)nen est une suite qui converge vers / € R alors 1’ensemble des points adhérents a {u, : n € N}

est {u, :n e N}U{l}.

Définition 14 Soit f : D — R une fonction numérique de la variable réelle (D C R) et soient a,/ € R.
On suppose que a est adhérent a D. Alors f a pour limite / en a si et seulement si quel que soit
I'intervalle ouvert J contenant / il existe un intervalle ouvert / contenant a tel que f(DNI) C J, c’est
a dire

Ve>0IN>0VxeD (Jx—al<n)=(|f(x) =1 <eg).

Notation Si la fonction f a pour limite / en a on dit que f tend vers [ en a et on le note

lim £ = lim f(x) = lim f(x) = .
a x—a );ZD“

2.2 Donner des exemples simples, tous justifiables a I’aide de la définition.

Exemple 19 Toute fonction constante admet une limite finie en tout point de R, sa valeur, indépen-
dante du point.

Preuve Soit f un telle fonction. Soient a € R et € > 0. Alors si on prend 1 > 0 quelconque on a bien
|f(x) = f(a)| =0 < € pour tout x € R tel que |x —a| <.

Exemple 20 La fonction f définie par f(x) = x si x € R admet une limite finie en tout point de R, sa
valeur en ce point.

Preuve Soient a € R et € > 0. Alors si on prend 1| = € on a bien | f(x) — f(a)| = |[x —a| <M = € pour
tout x € R tel que [x —a| <.
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Exemple 21 La fonction f définie par f(x) = |x| si x € R admet une limite finie en tout point de R*,
sa valeur en ce point.

Preuve Soienta € Rete > 0. Alors sionprendn=¢€ona |f(x)— f(a)|=|]x| —|a|| < |[x—a| <m =¢
pour tout x € R tel que |[x —a| <.

Exemple 22 La fonction f définie par f(x) = y/x si x € [0+ oo[ admet une limite finie en tout point
de [0, 4-oo], sa valeur en ce point.

Preuve Soient a € [0, +oo[ et € > 0. On prend 1 = €. Soit x € [0, +oo[ tel que |x —a| <M = €.
On a |f(x) = fla)l = |V& = val = 52 < =t = Vli—d] <& car i+ va > V=l e

lx—al <m=¢%

Exemple 23 La fonction f définie par f(x) = x? si x € R admet une limite finie en tout point de R, sa
valeur en ce point.

Preuve Soient a € Rete > 0. Si a =0 on prend N = min(1,€). On a bienn > 0 et
f(x) = f(0)| =" < ]x] <m =min(l,e) <e
pour tout x € R tel que |[x — 0| <. Sia # 0 on prend n = min(]a\,ﬁe). On a bien
[f(x) = fla)| = [x+al X |x—a| <3la| x [x—a] <3Ja| xn <e
pour tout x € R tel que [x —a| <.

Exemple 24 La fonction f définie par f(x) = 1 si x € R* admet une limite finie en tout point de R¥,

x
sa valeur en ce point.

, 2 2 [
Preuve On prend = mm('%, %€).Onadonc [x—a| < Seet |x| > % et par conséquent

1 1 1 a?
Z|=— x
a  |xa

70— F@)] =] -

pour tout x € R tel que [x —a| <.

Exemple 25 La fonction f définie par f(x) = sin(x) si x € R admet une limite finie en 0, sa valeur en
0.

Preuve Soit € > 0. Puisque |sin(x)| < |x| six € R, si on prend 1 = € alors
f()] = Isin(x)] < x| < =e¢
pour tout x € R tel que |x| < 1.

Remarque 10 L’inégalité |sin(x)| < |x| est une conséquence du fait suivant. Le secteur angulaire
d’ouverture 0 d’un disque de rayon 1 contient un triangle rectangle de base égale a 1 et de hauteur
égale a sin(0). Si on compare les aires on obtient %sin(e) < %9. Mais pour faire ¢a en toute rigueur il
faut avoir défini la mesure d’un angle, la longueur d’une courbe et I’aire d’un secteur angulaire.

Exemple 26 La fonction f définie par f(x) = cos(x) si x € R admet une limite finie en 0, sa valeur en
0.

Preuve Soit € > 0. Alors, puisque cos(x) = 1 —2sin?*(3), |sin(x)| < I et |sin(x)| < |x[ six €R, sion
prend 1 = € on a bien | f(x) — £(0)| = 2sin*(%) < |x| <M =€ pour tout x € R tel que [x| < 7.
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Exemple 27 Les fonctions f définie par f(x) = sin(x) et g définie par g(x) = cos(x) six € R admettent
des limites finies en tout point de R, leurs valeurs en ce point.

Preuve Soient a € R et € > 0. Alors, puisque

) sin(*9),
X—d

cos(x) —cos(a) = —2sin(

sin(x)—sin(a):2cos(x;a)sin( 5 )
|sin(x)| <1, |cos(x)| < 1 et|sin(x)| < |x| six € R, en prenant 1 = € on obtient
. Xx+ta . X—a
[f(x) = fla)] = 2[sin(——)[ x [sin(——)[ < |r—a[ <m =¢
et i
x+a . X—a
|g(x) —g(a)] = 2[cos(——)| x|sin(——)| < |x—a| < =¢

pour tout x € R tel que |x —a| <.

1

+) six € R* admet O comme limite finie en 0.

Exemple 28 La fonction f définie par f(x) = xsin(
Preuve Soit € > 0. Alors, puisque |sin | est majorée par 1 sur R, sen prenant 1 = € on obtient
.1
[f@)] = fesin(—) <[xl <m=e
pour tout x € R* tel que |x| <.

Exemple 29 La fonction f définie par f(x) = ‘ﬁ—‘ si x € R* n’admet pas de limite finie en 0.
Preuve Soient / € Ret &€ = 1. Alors, quel que soit 1 >0, en prenantx = 3 si [ <O etx = —3 six >0,
il vient [x —0| <met |f(x) —I| = 1+ |I| > 1. Par conséquent aucun réel [ n’est limite de f en 0.

Exemple 30 La fonction f définie par f(x) = L si x € R* n’admet pas de limite finie en 0.

X

Preuve Soient / € R et € = 1. Alors, quel que soit 1 > 0, en prenant x = min(%,ﬁm), il vient

|x—0] <met f(x) > 1+ I, ceci implique | f(x) — 1| > ||f(x)| — |I|| > 1. Par conséquent aucun réel /
n’est limite de f en 0.

1
X

Exemple 31 La fonction f définie par f(x) = sin() si x € R* n’admet pas de limite finie en 0.

1 1
S +2m(14+Ent( 3757 )) S+ 2m(14+Ent( 2 )
sil>0.Alors [x—0] <m, |[f(x)|=1etlx f(x) <0. Ainsi |f(x) —I| = 1+ |I| > 1. Par conséquent

aucun réel [ n’est limite de f en 0.

Preuve Soient/ € R, e =1etn > 0. On pose x = sil<Oetx=—

Montrer que si la fonction f admet une limite / en a si la suite (u,),eN tend vers a alors la suite
(f (tn))nen tend vers .

Preuve (dans le cas ou a,/ € R) Soient f: D — R, a € R un réel adhérent a D et / € R. On suppose
lim, f = [. Soit € > 0. Il existe donc 1 > 0 tel que si x € D alors |f(x) —I| < € dés que |x —a| <.
Considérons maintenant (u,),eN a valeurs dans D et de limite a. Il existe N € N tel que si n € N alors
|un —a| <m deés que n > N. Or I'inégalité |u, —a| < 1 entraine |f(u,) —a| < € en raison du choix de
1. On a donc établi que pour tout € > 0 il existe un entier naturel N tel que pour tout entier naturel n
qui lui est supérieur ou égal on a | f(u,) —I| < €. Ceci signifie que (f(u,))nen converge vers .

2.3 Que dire de la réciproque ?
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Remarque 11 Avant d’énoncer une réciproque on observe que la fonction f définie par f(x) = sin(%)
si x € R* n’admet pas de limite finie en 0 alors que la suite (u,),en définie par u, = Wlﬂz) sineN
est a valeurs dans R*, tend vers 0 mais est telle que la suite image (f(un))neN est la suite nulle, c’est

donc une suite convergente.

Proposition 17 (Caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction) Soit une fonction f: D — R
et soit a € RU {—oo, 400} adhérent & D. Si quelle que soit la suite (u,),en € DN qui tend vers a la
suite (f(uy))neN @ une limite alors la fonction f admet une limite en a.

Preuve (dans le cas ou a € R et ou les limites sont finies) Puisque a € R est un réel adhérent a D il
existe une suite (a,),en € DN qui converge vers a et qui vérifie |a, —al < ﬁ si n € N. Par hypothese
la suite (f(an))nen @ une limite finie qu’on note / : / € R et lim,—,+o f(a,) = [. Supposons que la
fonction f n’admette pas de limite en a et montrons que cette hypothese meéne a une contradiction.
Si f n’admet pas de limite en a il existe € > 0 tel que quel que soit | > 0 il existe x € D tel que
|x —a| <met|f(x)—1| > €. En particulier si n € N il existe un réel v, € D tel que |v, —a| < ﬁ et
|f(v,) — 1| > €. On considere la suite (u,),en € DN définie par uy, = a, et uz, 1 = v, sin € N. Par
construction |uy, —a| < 1+—n et |upp1 —al < ﬁ si n € N et donc la suite (u,),en € DN converge
vers a. La suite (f(u,))nen est donc convergente. Soit L sa limite. Il existe N; € N tel que sin € N
vérifie n > Nj alors | f(u,) — L| < 3€. Puisque (f(an))nen convergente vers [ il existe N> € N tel que
si n € N vérifie n > N, alors |f(a,) — 1| < %8. Soit n = (N} + N,). Puisque 2n > Ny, 2n+1 > N
et n > Ny il vient |f(uzn) —L| < 3€, |f(u2ns1) — L| < 3€ et |f(an) —I| < 3€. Or a, = up,. Donc
|l = L| < |f (uan) = L+ |f (u2n) = 1] = [ f (u2n) — L] + [ f(an) — 1| <€ et par conséquent

|f(uons1) =1 < |I—=L|+|f(uons1) — L <e.

Ceci est en contradiction avec ’inégalité | f(u2,+1) — | > € qui résulte du fait que f(u2,+1) = f(vn)
puisque Uz,+1 = Vy.

2.4 Rappeler les définitions des limites a I’infini d’une fonction a valeurs réelles.

Définition 15 Soit f : D — R une fonction numérique de la variable réelle (D C R). On suppose que
+oo est adhérent a D (c’est par exemple le cas lorsqu’il existe K € R tel que |K, +o0[C D). Un réel [
est la limite de f en +oo si quel que soit I’intervalle ouvert qui contient / il existe réel tel que I’image
par f de tout élément de D plus grand que ce nombre appartient a cet intervalle. Autrement dit, la
fonction f admet [/ pour limite en +-oo si ’assertion suivante est vraie :

Ve>0dAeRVxeD (x>A)= (|f(x)—1] <e).

Remarque 12 On définit de facon analogue la limite réelle d’une fonction en —eo. La fonction f
admet [ € R pour limite en —oo si I’assertion suivante est vraie :

Ve>03dAeRVxeD (x<A)= (|f(x)—1] <e).

Définition 16 Soit f : D — R une fonction numérique de la variable réelle (D C R). On suppose que
+o0 est adhérent a D (c’est par exemple le cas lorsqu’il existe K € R tel que |K, +oo[C D). On dit que
+o0 est la limite de f en oo si quel que soit le réel considéré il existe un second réel tel que 1I’image
par f de tout élément de D plus grand que ce second réel est supérieur au réel considéré. Autrement
dit, la suite fonction f admet +oo pour limite en +oo si ’assertion suivante est vraie :

VKeRIA€RVxeD (x>A)= (f(x) >K).
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Définition 17 On définit de fagon analogue la limite —co d’une fonction en +eo. La fonction f admet
—oo pour limite en +oo si I’assertion suivante est vraie :

VKeRIAeRVYxeD (x>A) = (f(x) <K).

Remarque 13 On définit de fagon analogue la limite infinie (4 et —oo) d’une fonction en —eo. La
fonction f admet +oo pour limite en —oo si I’assertion suivante est vraie :

VKeRIAcRVxeD (x<A)= (f(x) >K).
La fonction f admet —oo pour limite en —oo si 1’assertion suivante est vraie :

VKeRIAcRVxeD (x<A)= (f(x) <K).

Notation Dire que f admet [ € RU{—oo, 40} comme limite en +oo (ou —oo) est noté lim e f =1/
(ou lim_o f =1).

2.5 Comparer avec les suites.

Proposition 18 Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R qui contient N. Soit
u = (uy)neN définie par u, = f(n) si n € N. Supposons que lim,.. f existe. On note / cette limite :
I € RU{—o0,+0co}. Alors la suite u = (uy),eN tend vers .

Preuve Soit € > 0 (respectivement K € R) si [ € R (respectivement si [ = —oo, si [ = +o0). Il existe
A € R tel que si x € D vérifie x > A alors | f(x) — | < € (respectivement f(x) < K, f(x) > K). Posons
N =Ent(K+1). Sin &€ Nesttel que n > N alors |u, — | < € (respectivement u, < K, u, > K). Par
conséquent la suite u = (up),eN tend bien vers [.

Remarque 14 La réciproque n’est pas vraie. Par exemple la suite u = (uy,),eN définie par u, = 0,
c’est a dire u, = sin(nn), si n € N est la suite nulle, elle tend donc vers 0 alors qu’elle est associée a
la fonction qui a x € R associe sin(x) qui n’a pas de limite en oo (voir ci-dessous).

2.6 Donner des exemples simples, tous justifiables a I’aide de la définition.

Exemple 32 Toute fonction constante admet une limite en +oo, son unique valeur.

Preuve Soit € > 0 et soit A € R. Six € Retx > A alors f(x) = f(0) car f est constante et donc il
vient | f(x) — f(0)| < e.
1

Exemple 33 La fonction f définie f(x) = | six € R* admet 0 comme limite en +-co.

Preuve Si € > 0 et si x est un réel strictement supérieur a % alors 0 < % <E.

Exemple 34 (théoréme des gendarmes ou d’encadrement revisité) Soient f, g et h définies sur un do-
maine D dont +oo est adhérent. On suppose que f et & tendent vers la méme limite / € RU{—oo, 4-o0}.
Si pour tout x € D les inégalités f(x) < g(x) < h(x) alors g admet aussi / comme limite.

Preuve Supposons / € R (respectivement [ = +oo, [ = —o0) et soit € > 0 (respectivement K € R).
Puisque f et /2 tendent vers [ il existe A € R tel que si x € D alors |f(x) — 1|, |h(x) — | < 3€ (respecti-
vement f(x),h(x) > K, f(x),h(x) < K)désquex >A.Si/cRona

[f(x) =g < [f(x) =h(x)] < [f(x) = 1]+ [h(x) =1 < %8
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et donc

8x) — 1 < 17(0) — 800l + 1) ~ ] < 2+ ze=e

des que x > A. Ceci signifie que g admet / comme limite en +oo. Si l = 40 ona g(x) > f(x) > K dés
que x > A et donc g admet +eo comme limite en +oo. Si / = —co on a g(x) < h(x) < K des que x > A
et donc g admet —oo comme limite en +oo.

Exemple 35 La fonction f définie par f(x) = sin(mx) si x € R n’admet pas de limite en +oo.

Preuve Soiente =1, K =0et/,A € R. On pose x = 2Ent(|A| + 1)+ J etx’ = 2Ent(|A|+ 1) +3.Ona
x,X >Aetf(x)=1>K=0, f(X)=—1<K=0et|f(x)=I|+|f(X)=1|>|f(x)—f(X)|=2=2¢
et donc |f(x) — 1| > € ou |f(x') —I| > €. On vient de montrer qu’il existait € > 0 et K € R tels que
quel que soit A € R et quel que soit / € R il existe des réels x et X' plus grands que A et tels que
f(x) > K (donc —oo n’est pas limite), f(x') < K (donc -+eo n’est pas limite) et soit | f(x) — | > € soit
|f(x)—1| > € (donc [ € R n’est pas limite).

Exemple 36 La suite f définie par f(x) = x six € R tend vers +oo en +o0 et vers —eco en —oo.

Preuve Soit K € R. On pose A=K. Six>Aona f(x) > K et donc lime f = 4. Six <A ona
f(x) < K etdonc lim_. f = —oo.

2

Exemple 37 La suite f définie par f(x) = x“ si x € R tend vers -+ en +oo et vers +oo en —co.

Preuve Soit K € R.Onpose A =1+ |K|etA’ = —A. Six>Aoux <A’ ona f(x) =x>>1+2|K|+
K? > K et donc lim o, f = lim_o, f = +-oo.

3

Exemple 38 La fonction f définie par f(x) = x” si x € R est strictement croissante et tend vers oo

en oo et vers —oo en —oo,

Preuve Soient a, b € Rtels que a < b. Montrons en distinguant trois cas que f(a) < f(b).Sia<0<b
alors f(a) =a®> <0< b3 = f(b).Si0 < a< balors f(b) — f(a) = b> —a’ et donc

F(6) = £(a) = (b= a)(b* + ba+a?) > 0
carb—a >,b*> > 0 etba,a® > 0. Ainsi f(a) < f(b). Sia <b <0alors 0 < —b < —a et donc
f(=b) < f(=a).

Ceci implique, puisque —f(a) = f(—a) et —f(b) = —f(—b), f(a) < f(Db). La fonction f est bien
strictement croissante. Soit K € R. Onpose A =1+ |K|etA’=—A.Six>Aona

fx)=x>>143|K|+3K>+ K’ > K
et donc lim, o f = +o.Six <A’ ona
fx)=x> < —(143|K|+3K>+ |KP) <K
et donc lim_o f = —oo.

Exemple 39 Soit f : D — R croissante. On suppose que +oo est adhérent a D. Si f est majorée alors
f admet une limite finie en +oo. Si f n’est pas majorée alors f tend vers +oo en oo,

Preuve On suppose f majorée. L’ensemble E = {f(x) : x € D} = f(D) des valeurs de la fonction f
est majoré, il admet donc une borne supérieure notée / qui majore toutes les valeurs de f. Soit € > 0.
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Puisque [ —e < [ il existe A € R tel que f(A) > [ —e&. Puisque f est croissante et que / est un majorant
de f(D) pour tout x € D tel que x > A il vient/ —€ < f(A) < f(x) <. Ceci établitque f tend l € Ren
+o0 si f majorée. On suppose f non majorée. Soit K € R. Il existe A € R tel que f(A) > K. Puisque
f est croissante pour tout x € D tel que x > A il vient K < f(A) < f(x). Ceci établit que f tend +oo
en +oo.

Remarque 15 On a des énoncés voisins de celui de I’exemple précédent quand la limite est —oo ou
quand —oo est adhérent a D.

Proposition 19 Soient f : D — R et a adhérent a D tel que f admette / comme limite finie ou infinie
et soit K € R. Supposons K > [ (respectivement K < [). Il existe alors 1 >0siac€ RouA € R si
a € {— 400,400} tel que si x € D vérifie [x—a| <nMsia € R,A<xsia=+4w0ud >xsia= —oco,
alors f(x) < K (respectivement f(x) > K).

Preuve Si [ = 4o ou [ = —oo I’énoncé correspond a la définition de limite infinie. Supposons / € R
et posons € = |K — [|. Puisque € > 0 et que f tend vers / il existe 1 >0sia € RouA €Rsia €
{— 400,40} tel que six € D vérifie |x —a|] <nNsia € R,A <xsia= -+ 0ouA > xsia= —oo,alors
l—e< f(x) <Il+e. Ainsisi K > [ (respectivement K < [) alors K = [ 4 € (respectivement K = [ —¢€)
et pour tout x € D qui vérifie |[x —a| <M sia € R, A <xsia=+4oo ouA >xsia= —oo, il vient
f(x) < K (respectivement f(x) > K).

Proposition 20 Soient f,g: D — R et a adhérent a D tels que f et g admettent / et I’ comme limites
finies ou infinies. Si f < g alors [ <[’

Preuve Si ce n’est pas le cas il existe K € R tel que I’ < K < [. D’apres la proposition précédente
appliquée aux deux fonctions f et g il existen1 >0sia € RouA € Rsia € {— 4 oo, 4o} tel que si
x € D vérifie |[x —a| <M sia€ R,A<xsia=+co0uA>xsia=—co,alors f(x) >Ketg(x) <K
donc g(x) < f(x), ce qui n’est pas possible. Ainsi [/ <1

Proposition 21 Soient f,g: D — R et a adhérent a D tels que f et g tendent vers / € Ret I’ € Ren
a. Alors la somme f + g tend vers [ +1" en a, le produit f x g tend vers [ X [’ en a et, si f ne s’annule
paset#0, ch tend vers % en a.

Preuve (dans le cas ou a € R) Soit € > 0. Puisque %8 > (Oilexisten; >0telquesix € Det |x—a| <My
alors | f(x) —1] < 5, |g(x) =I'| <5 etdonc |f(x)+g(x) — (I+1")| < |f(x) —1]+[g(x) —I'| <e. Ainsi
la somme f + g tend vers [ +1" en a. On pose K = 1+ |I|+|!'|. Puisque K est strictement plus grand
que |I| et I'| et que y€ > 0, il existe 2 > O tel que six € D et [x—a| < alors | f(x)| < K, |g(x)| <K,
|f(x) =] < 5%, |g(x) = I'| < 5% et donc

f(x) x g(x) = I x '] = |(f(x) = 1) x g(x) + (g (x) = I') x|
< [f() =1 x Jg(x)[ +18(x) = '] x |{]

< £ X K+ £ X K
2K 2K

< €.

Ainsi le produit f x g tend vers [ x I’ en a. Puisque [ #0et€>0ona min(%, %8) > (0 et donc il existe

M3 > 0tel que six € Det |x—al <ms alors |f(x) —1] < min(%, %8) Ceci implique que si x € D et

21



2 o
|x —a| <z alors |f(x )|> etparconsequent|f l|:m><|f(x)—l|<%x%8:8.Am51
f tend vers % en a.

Proposition 22 Soient f,g: D — R et a adhérent a D tels que f et g tendent Vers +oc0 en a. Alors la
somme f + g et le produit f x g tendent vers 4o et, si f ne s’annule pas alors 1 7 tend vers O en a.

Preuve (dans le cas oli a € R) Soit K € Retsoite > 0. Il existen; >0tel que six € Det |[x—a| <M
alors f(x) > %, g(x) > % etdonc f+g > K. Ainsi la somme f+ g tend vers + en a. Il existe 13 > 0
tel que six € D et |x—a| <my alors f(x) > 1+ |K|, g(x) > 1+ |K| et donc

f(x)xg(x)>(1+|K))>=1+2|K|+K>>K.
Ainsi le produit f x g tend vers +oo en a. Puisque é > 0il existenz >0 tel quesixeD et lx—al <3

alors f(x) < min(m Ee). Ceci implique que si [x—a| < mj3 alors f(x) > £ et donc 0 < ( j <& Ainsi

2172
]lc tend vers O en a.

f

Proposition 23 Soient f,g : D — R et a adhérent a D tels que f tend vers [ € R et g tend vers +oo en
a. Alors la somme f + g tend vers +oo en a.

Preuve (dans le cas ot a € R) Soit K € R. 1l existe 1 > 0 tel que si x € D et |x — a| < m alors
fx)>1—1etg(x)>K—I+1etdonc f(x)+g(x) >I—1+K—1+1=K. Ainsi la somme f+g
tend vers 4-oo.

Proposition 24 Soient f,g : D — R et a adhérent a D tels que f tend vers [ > 0 et g tend vers +oo en
a. Alors le produit f x g tend vers +oo en a.

Preuve (dans le cas ou a € R) Soit K € R. 11 existe T] > 0 tel que si x € D et |x —a| < m alors
1f(x) =1 >£>0,g(x) > ZTK etdonc f(x) x g(x) > £ x 2 = K. Ainsi le produit f x g tend vers oo
ena

Proposition 25 Soient f : D —]0,+oo[ et a adhérent a D tels que f tend vers 0 en a alors la suite %
tend vers +oo en a.

Preuve (dans le cas ol a € R) Soit K € R Puisque
|x —a| <mnalors 0 < f(x)

1+|K\ >Olex1sten>Otelques1x€Det

> 1+4|K| > K. Ainsi ¥ tend vers +oo en a

et donc 7

< T Vi

Proposition 26 Soient f,g: D — Ret a adhérent a D. La fonction f tend vers +oo en a si et seulement
—f tend vers —eo en a.

Preuve (dans le cas ol a € R) Supposons que f tende vers 4o en a et soit K € R. Il existe 1 > 0 tel
que six € Det |x—al <malors f(x) > —K et donc —f(x) < K. La fonction — f tend donc vers —oo
en a. Réciproquement supposons que — f tend vers —oco en a et soit K € R. 1 > 0 tel que si x € D et
|x —a| <malors f(x) < —K et donc f(x) > K. La fonction f tend donc vers 4+ en —a.

Remarque 16 Si on combine par somme, produit ou quotient les fonctions x, —x, x2, %, é, sin(x) +x,
—x + 3 sin(x) on constate que les opérations sur les limites non traitées par les propositions précé-

dentes n’admettent pas de traitement général. On parle de formes indéterminées.

Proposition 27 Soient f : D — R, g: f(D) — R, a adhérent a D et b adhérent a f(D). On suppose
que f tend vers b en a et que g tend vers [ € RU{—co, 400} en b. Alors go f tend vers [ en a.

Preuve (dans le cas ol a € R et b € R) Soit € > 0. 1l existe 1 > 0 tel que si y € f(D) vérifie
|y —b| <My alors |g(y) — ] < €. Puisque m; > 0 il existe 1 > 0 tel que si x € D vérifie |x —a| <n

22



alors | f(x) —b| <my etdonc [g(f(x)) — ] < € d’apres ce qui précede. Ceci établit que go f tend vers
lena.

2.9 Rappeler les définitions de la continuité et de la continuité uniforme d’une
fonction a valeurs réelles sur un domaine D.

Définition 18 Soit f : D — R. Si a € D on dit que f est continue en a si f admet une limite en a (et
alors la limite et la valeur de la fonction en a sont égale) :

Ve>0IN>0VxeD (Jx—a|l<n)=(|f(x)— fla)] <e).
On dit que f est continue si f est continue en touta € D :
VaeDVe>0Im>0VxeD (lx—a|l<n) = (lf(x)— fla)| <e).
Définition 19 Soit f : D — R. On dit que f est uniformément continue sur D si ’assertion suivante
est vérifiée :

Ve>0In>0VaeDVxeD (|x—a| <n)=(|f(x)— fla)] <e€).

2.10 Comparer.

La notion de continuité uniforme est plus contraignante que celle de continuité car elle contient I’exis-
tence d’un M qui doit convenir pour tous les @ du domaine D.

2.11 Donner des exemples.

Exemple 40 Toute fonction constante est uniformément continue.

Preuve Soit f : D — R une fonction constante égale a A € R. Soit € > 0. On pose 1| = 1. Alors, quels
que soienta € Detx € D, |f(x) — f(a)] =0 < edés que [x—a| <.

Exemple 41 La fonction f définie par f(x) = x si x € R est uniformément continue.

Preuve Soit € > 0. On pose 1 = €. Alors, quels que soient a € Ret x € R tels que |[x —a| <M, on a

[f(x) = fla)| = [x—al <n=e.
Exemple 42 La fonction f définie par f(x) = sin(x) si x € R est uniformément continue.
Preuve Soit € > 0. Alors, puisque |cos(*3¢)| < 1, |sin(%5%] < |[%5¢] et

X+a, . x—a

sin(x) — sin(a) = 2 cos( ) sin( 5 )
sia € Retx € R, en prenant 1| = € on obtient
X+a xX—a

|/ (x) = f(a)] = 2 sin(

) x|sinC=2) < [x—al <n =¢

quels que soienta € Retx € Rtels que [x—a| <m =€

Exemple 43 La fonction f définie par f(x) = y/x si x > 0 est uniformément continue.
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Preuve Il suffit de reprendre la preuve de ’existence de limite en tout a € [0, +oo[. Soit € > 0. On
prend 1 = €2. Soient alors a € [0, +oo[ et x € [0, +oo] tels que [x —a| <N =¢€2. Ona

—Jla)l = X—v/al = ‘x_a| ’x_a‘ = X—a
0 =) = Vi val = o < = Vi d <

car /x++/a> \/|x—alet|x—al <m =g

Exemple 44 Soit A > 0. La fonction f définie par f(x) = x si x € [~A,A] est uniformément continue.

Preuve Si € > 0 on pose 1| = 5z€. Si a,x € [—A,A] tels que |x —a| <M = 7€ alors

1
()= (@) = ¥ —a®| = [x+a| x jr—a] <24 x e =e.

Exemple 45 Soit A > 0. La fonction f définie par f(x) = | six € [A, +oo[ est uniformément continue.

Preuve Si € > 0 on pose | = A”¢. Si a,x > A tels que |x —a| < 1 = A%¢ alors

1 1,
’ ’|x a| < —SAe=¢e.
xa

()~ fla)| = e

2

Exemple 46 La fonction f définie par f(x) = x~ si x € R n’est pas uniformément continue.

Preuve Sie =1etn > 0 et si on pose a = % etx = %—k% alorson a [x —a| = % <mnet
16 = £(@)| = 17+ D= FD) = [+ 31 > 1 =
X a)| = n 2 7= > =¢.
Exemple 47 La fonction f définie par f(x) = - si x € R* n’est pas uniformément continue.
Preuve Si € =1 et > 0 et si on pose f = min ) Betx:ﬁalorsona]x al = <B§T]

(1,
et|f(x) = fl@l =1FE) - B =13 -4l =§ = 1=

Exemple 48 La fonction f définie par f(x) = xsin(x) si x € R* n’est pas uniformément continue bien
qu’elle soit le produit de deux fonctions uniformément continues dont une est bornée.

Preuve Si 6 G]Og[ alors le secteur angulaire d’ouverture 6 d’un disque de rayon 1 est contenu dans un

sin(0)

cos(0)

obtient 36 < écsgé(( )) Or limgcos() = 1. Il existe donc 1o > O tel que si 6 €]0,m[ alors cos(6) > J et

donc 19 < éig;((e)) <1 sm](e) = sin(@). Ainsi 360 < sin(6) si 8 €]0,1o[. Considérons maintenant & = 1

etm > 0. 801entn—Ent(n+n0)—|—1 oc—2mtet[3—a+l.Alors\B—oc|:%<netpuisque%<n0
1 _
onaaussi [f(B)— f(o)] = 2nn+1)sin(l) > 2nn+ L)L >n>1=e

triangle rectangle de base égale a 1 et de hauteur égale a tan(0) =

Si on compare les aires on

]

2.12 Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires. En donner une démons-
tration.

Théoreme 5 (des valeurs intermédiaires) Une fonction continue sur un segment atteint toute nombre
compris entre les valeurs que cette fonction prend aux extrémités de ce segment. Autrement dit, si
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f :la,b] — R continue et si A est un réel compris entre f(a) et f(b) alors il existe ¢ € |a,b] tel que

fle) =\

Preuve Quitte a remplacer f par — f et A par —A on peut supposer f(a) <A< f(b). Si A= f(a) alors
¢ = a convient et si A = f(b) alors ¢ = b convient. On suppose dorénavant f(a) < A < f(b) et on
considere le sous-ensemble E de [a,b] défini par E = {x € [a,b]; f(x) < A}. Le sous-ensemble E est
non vide car il contient a et puisqu’il est inclus dans [a,b] donc borné il est majoré. Il posséde donc
une borne supérieure qu’on note ¢ : pour tout # € N on peut choisir u,, € E tel que ¢ — ﬁ <up<c.La
suite (up)eN ainsi construite tend vers c. Puisque f(u,) < A pour tout n € N et que la fonction f est
continue, la suite (f(u,))nen tend vers f(c) et f(c) < A. Puisque f(c) <A < f(b) et que c est la borne
supérieure de E, ¢ < b et f(x) > A six €]c,b[. En particulier la suite (v, ),en définie par v, = ¢+ %
si n € N est a valeurs dans |c, b, converge vers c et vérifie f(v,) > A si n € N. Par passage a la limite,
puisque f est continue, on obtient f(c) > A. Ainsi, f(c) < Aet f(c) > A. Par conséquent f(c) = A.

2.13 Montrer qu’une fonction a valeurs réelles continue sur un segment [a, b
de R est bornée et atteint ses bornes.

Preuve (utilisant le théoréeme de Bolzano-Weierstrass) Soit f : [a,b] — R continue. On va montrer
que f est majorée et qu’elle atteint sa borne supérieure. En appliquant ce résultat a —f on obtient
que f est minorée et qu’elle atteint sa borne inférieure. Soit M la borne supérieure de f sur [a,b] :
M € RU{+eo}. Pour tout n € N il existe x, € [a,D] tel que f(x,) > M — ﬁ siMeRet f(x,) >n
si M = +-o0. La suite (x,)neN est a valeurs dans [a,b] donc bornée. D’apres le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, il existe ¢ € [a,b] et ¢ : N — N strictement croissante telle que (u,)neN = (Xg(n)Jnen tend
vers c. Puisque ¢ est strictement croissante ¢(n) > n si n € N et donc f(uy) = f(xp(n)) > M — ﬁ
si M € Ret f(xy(n)) > n si M = +oo. Ainsi la suite (f(un))nen tend vers M. Or f est continue et
(un)neN = (Xo(n) Jnen tend vers c. Par conséquent la suite (f(u))nen tend vers M et f(c) et M = f(c).
Finalement f est majorée par f(c).

Preuve (par dichotomie) Elle va utiliser la propriété suivante de la borne supérieure (finie ou infinie)
d’un sous-ensemble E de R : si E = Ej] UE); alors la borne supérieure de E est égale au maximum
entre les bornes supérieures de E; et de E. Soit f : [a,b] — R continue. On va montrer que f est
majorée et qu’elle atteint sa borne supérieure M (et donc que celle-ci est finie) en construisant deux
suites adjacentes définies de la facon suivante. Soient u = (uy)eN € [a,b]N et v = (v;)nen € |a,b|N
définies par récurrence de la fagon suivante. On pose ug = a et vy = b. Puisque [a,b] = [ug,vo] la
borne supérieure M de f([a,b]) est égale a la borne supérieure de f([uo,vo]). Soit n € N. Supposons
que u,, et v, sont définis et que la borne supérieure M de f([a,b]) est égale a la borne supérieure de
f([ttn,vn]). Si cette borne supérieure M est aussi égale a la borne supérieure de f([un, 3 (n +v,)]) on
POSE Uy 41 = Uy €t Vi1 = 5 (U + V). Sinon M est égale 2 la borne supérieure de f([3 (un +va),va]) et
On pPOSe Uy | = %(un +vy) et v,1 = v,. Alors u est croissante, v décroissante et v, — u, = zi,,(b —a).
Par conséquent v — u est convergente vers 0 et u et v sont adjacentes donc convergentes vers la méme
limite ¢ et pour tout n € N u,, < ¢ < v,. Assurons nous que f(c) = M est la borne supérieure de
f- Soit € > 0. 1l existe 1 > 0 tel que si x € [a,b] vérifie |x —c[< N alors |f(x) — f(c)| < €. Puisque
u et v convergent vers c il existe n € N tel que |u, —c| <mn et |v, —c| <M et donc ¢ € [uy,,v,] et
f([un,va]) C|f(c) —€,f(c)+€[. Or la borne supérieure M de f([a,b]) est la borne supérieure de
f([un,vn]) par construction des suites u et v. Aussi f(c) —€ <M < f(c) +¢€. Comme cet encadrement
vaut quel que soit € > 0 il vient f(c) = M.

Preuve (utilisant 1’existence de bornes supérieures) On aura encore recours au fait selon lequel la
borne supérieure (finie ou infinie) d’un sous-ensemble E de R réunion de deux sous-ensembles E
et E; est le maximum entre les bornes supérieures de E) et de E,. Soit f : [a,b] — R continue. Soit
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E = {x € [a,b] : Sup(f([x,b])) = Sup(f([a,b]))}. Le réel a appartient a E, par conséquent E est non
vide et comme il est borné car inclus dans [a,b] il admet une borne supérieure qu’on note ¢ et qui
appartient a [a,b]. Assurons nous que f(c) = M est la borne supérieure de f. Soit € > 0. Il existe
n > 0 tel que si x € [a,b] vérifie |x — c[< n alors |f(x) — f(c)| < € et donc f(x) < f(c) +¢&. Ceci
implique que Sup(f(Jc —m,c+mn[)) < f(c) + €. Puisque c est la borne supérieure de E il existe x € E
tel que ¢ —M < x < ¢ et donc Sup(f([x,b])) = Sup(f([a,b])) mais c+mn ¢ E donc

Sup(f([c+m,b6])) < Sup(f([a,b])).

Ainsi Sup(f([a,b])) = Sup(f([x,c+mn][)). Or Sup(f([x,c+m[) < f(Je —M,c+mn]). Par conséquent
Sup(f([a,b])) = Sup(f(Jc —n,c+nl)) et puisque Sup(f(Jc —M,c+n[)) < f(c) +eona

f(¢) < Sup(f(la,b])) < f(c) +e.
Puisque c’est vrai pour tout € > 0 ¢a signifie que Sup(f([a,b])) = f(c).
2.14 Donner la définition d’une fonction convexe sur un intervalle /.

Définition 20 Soit / un intervalle de R et soit f : / — R. On dit que f est convexe si pour tout (a,b) € I?
et pour tout 7 € [0,1] on a

flta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(]).

On dit que que est strictement convexe si pour tout (a,b) € I? avec a # b et pour tout ¢ €]0,1[ on a

flta+(1—1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(D).

Proposition 28 (définition équivalente) Soit / un intervalle de R et soit f : I — R. La fonction f est
convexe si et seulement si pour tout (a,b) € I? et pour tout x € [a,b] on a

b) — b) —
10 < @)+ 7O D oy ) LOTD )
La fonction f est strictement convexe si et seulement si pour tout (a,b) € I? et pour tout x € [a,b] on
a
b) — b) —
70 < £l@) + TO=TD gy = oy LT

Preuve Pour vérifier cette proposition il suffit de remarquer que 1’application affine qui a ¢ € R associe
ta+ (1 —1t)b estune bijection de [0, 1] dans |a,b] etquesit € [0, 1] et x € [a,b] vérifient x =ta+ (1 —1)b

alors
f(b)—f(a) f(b)—f(a)

(@) + (1 =1)f(b) = fla) + 22— 2

(x—a) = f(b) +=——

(x—=D).

Définition 21 Soit / un intervalle de R et soit f : I — R. On dit que que est concave (respectivement
strictement concave) si —f est convexe (respectivement strictement convexe). Ainsi f est concave si
pour tout (a,b) € I* et pour tout ¢ € [0,1] on a

fta+(1=1)b) = 1f(a)+ (1 —1)f(b)

et f est strictement concave si pour tout (a,b) € I? et pour tout # €]0,1[ on a

flta+ (1 —=1)b) > tf(a)+ (1 —1)f(D).
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2.15 Donner des exemples dont au moins un concernera une fonction non dé-
rivable sur /.

Exemple 49 Les fonctions affines sur un intervalle / non réduit a un point sont les fonctions qui sont
a la fois convexes et concaves : une fonction f : I — R est affine si et seulement si quels que soient
(a,b) € P ett €[0,1] Iégalité f(ta+ (1 —1)b) =tf(a)+ (1 —1)f(b) est vérifiée.

Preuve Soit f affine sur 1. Alors il existe a, B € R tels que f(x) = ox+ B si x € I. Soient a et b dans
ITetr€0,1].0na

flta+ (1 —1)b) =a(ta+ (1 —1)b)+B
=t(oat +B) + (1 —t(ab+P)
= fla)+(1—1)f(b)

Réciproquement soit f : I — R. On suppose que f(ta+ (1 —1)b) =tf(a)+ (1 —1)f (b) sia,bel
et 7 € [0,1]. Considérons trois réels x < y < z dans I Alors y = #(x) + (1 — 1)z avec r = ;= €]0,1].
On a donc f(y) = f(tx+ (1 —1)z) = 1 (x) + (1 — 1) f(z). T vient (f(z) — f(y)) = (f(Z)—f( ) et
(f() = () = (1—=1)(f(x) = f(2)) etdonc 1 = LW e 1 —p = LOID) Opp = 2V g | —p = £

f@)—F) f)=rf@)" x=z
Par conséquent A (ZZ:;C W _f (Zi:)f: ) _ f (x))c :5 0) Le taux d’accroissement de fest donc une constante

sur  qu’on note o. Fixons a € I. Alors W =oetdonc f(x) =ax (x—a)+ f(a)sixel. La
fonction f est bien affine.

2 si x € R est strictement convexe.

Exemple 50 La fonction f définie par f(x) = x
Preuve Soit (a,b) € R> aveca #bett €]0,1[. Ona
f(ta+ (1 —1)b) = (ta+ (1 —1)b)* =1*a®> +2t(1 —t)ab+ (1 —1)*b?

) tf(a)+ (1 —1)f(b) =ta®+ (t —1)b*.
Par conséquent
tf(a)+ (1 —1)f(b) — f(ta+ (1 —1)b) =t(1 —1)(a® = 2ab+b*) =t(1 —1)(a—b)>.
Cette différence est strictement positive car 0 < ¢ < 1 et a # b. Ainsi on a bien
flta+(1=1)b) <tf(a)+(1-1)f(b)
des que a # bett €]0, 1], ce qui établit la stricte convexité de f.

Exemple 51 La fonction f définie par f(x) = |x| si x € R est convexe.

Preuve Soit (a,b) € R> et € [0,1]. On a f(ta+ (1 —1)b) = |ta+ (1 —t)b| < |ta| +|(1 —1)b|. Or
|ta| =t|a| cart > 0et|(1—1)b| = (1—1)|b| cart < 1 et donc

jtal +[(1 = 1)b| = tla| + (1 —1)|p| = 1 (a) + (1 = 1) f (D).

Ainsi on a établi
f(ta+(1—1)b) <tf(a)+(1—1)f(b)

des que (a,b) € R?> ett € [0, 1]. Ceci prouve que la valeur absolue est bien convexe.

Exemple 52 La fonction f définie par f(x) = sin(x) n’est ni convexe ni concave.
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) 2(£(0)+ f(m)) et donc f n’est pas convexe. De plus on
aona—1 :f(%“) =f %(n—i— m)) <0= %(f(n) + f(2m)) et donc f n’est pas concave.

Proposition 29 Soit f : I — R une fonction numérique définie sur un intervalle /. La fonction f est
convexe si et seulement si pour tout triplet (a,b,c) € P tel que a < b < ¢ les taux d’accroissements

f(b[)):g(a) , f(ac)l:{(c) et f(Cg:g(b) vérifient
f(B)—fl@) _ fl@)=f(c) _ f(c)=f(b)
b—a ~— a-c ~ c—b

Preuve Supposons f convexe. Considérons alors trois réels a < b < ¢ dans I Alors b =t(a)+ (1 —t)c
_ cb s : _
avec t = <=2 €]0,1]. La convexité se traduit par f(b) = f(ta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(c) et donc

1(f(e) = f(a)) < f(e) = f(b) et f(b) = f(a) < (1=1)(f(c) — f(a)), C’est a dire, puisque 1 = &=,

2(f(e)— fla)) < fc)— f(b) et f(b) — f(a) < 2=2(f(c) — f(a)). En divisant la premiére inégalité
(b)-f(a) ~ fl)=f(c)

b—a a—c et

par ¢ — b et la seconde par b — a on obtient, puisque c—b >0etb—a > 0, i
fla)=f(e) ~ f(C)—g(b)
a— — c—

" , c’est a dire

f(b)
b

@) _ @)~ f) _ f()~S ()

—a ~ a—-c — c¢c—b

Réciproquement on suppose que pour tout triplet (a,b,c) € I’ tel que a < b < ¢ on a cette double
inégalité. Soient x < y € I et t €]0,1[. On applique les inégalités a = x,b =tx+ (1 —t)yetc =y. 1l
vient £ (’xa(ft_)gy_)x_)f () < f (x));;c ) En multipliant les deux termes de I’inégalité par (1 —¢)(y — x) qui
est strictement positif on obtient f(tx+ (a —1t)y) — f(x) < (1 —1)(f(y) — f(x)) qui donne finalement
fltx+(a—1)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y). Comme ceci est vrai pour tout (x,y) € I> tels que x < y et pour

tout # €]0, 1], la convexité de f est établit.

Remarque 17 En remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes et le terme convexe par
strictement convexe dans cette preuve on obtient la démonstration de 1’énoncé suivant : une fonction
f : I — R définie sur un intervalle / est strictement convexe si et seulement si pour tout (a,b,c) € I°
tel que a < b < ¢ les taux d’accroissements vérifient

fb)—fla) _ fla)—f(c) _ flc)—f(b)

< <
b—a a—c c—b

Lemme 1 Soient u,v € R’ et U,V € R. Alors on a les équivalences suivantes :

U U+v U \% U+v \%
— < — — < — = < —.
u_ u+v u - v u+v v

Preuve Puisque O < u,v on a les équivalences suivantes

u U+V u+v U VU u v

P AR P A L Sl PN A P

u_-— u+v u+v  u u(utv) u_— v

. U+v Vv V. U+V _ uV—wU u_v
<—<«—=0<—- o7 —0<uV v — < —

u+v — v v ut+v  v(u+v) u " v
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et donc

Remarque 18 Le lemme reste vrai avec des inégalités strictes.

Corollaire 1 Soit f : I — R une fonction numérique définie sur un intervalle /. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i/ La fonction f est convexe;

11/ V(a,b,c) € 135 a<b<c= f(bl)y:i:(a) < fle _i(a) ;

fle)=f fle)=f(b) .
i/ V(a,b,c) € P, a<b < c = (Cz_a(a) < (Cz_b( L
. fb)—f fle)=f(b

iv/V(a,b,c) e P, a<b<c=— (g_a(a) < (Cz_b( ).

Preuve En posant u =b—a,v=c—b,U = f(b) — f(a) et V = f(c) — f(b) on déduit ce corollaire
de la proposition précédente et du lemme qui suit.

Corollaire 2 Soit f : I — R une fonction numérique définie sur un intervalle /. La fonction f est
convexe si et seulement si pour tout triplet (a,b,c) € I 3telquea <b <cona

fle) = f(b) f(b) — f(a)

fla) > f(B)+ == —

(a—Db) et f(c)> f(b)+ (c—b).

Preuve 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent apres avoir remarquer que, puisque a < b < ¢, I’in-

égalité f(a) > f(b) + 9= (4 — b) est équivalente A I'inégalité L1 < [EZS) o inggalite

fle)> f(b)+ W(C — b) est aussi est équivalente a I’inégalité i (b;:i: @ < f (C)_g(b).

c—

Remarque 19 Les deux corollaires admettent des variantes dans le cas strictement convexe en rem-
placant les inégalités larges par des inégalités strictes.

Proposition 30 Soit f : I — R une fonction numérique définie sur un intervalle / ouvert non vide. Si
la fonction f est convexe alors elle est continue.

Preuve Soit / un intervalle ouvert non vide, f : I — R une fonction convexe. Soit b € I.

Puisque [ est ouvert il existe a,c € [ tels que a < b < c.

On introduit les deux fonctions affines g et & définies par

20 = (0 + LT () et hiw) = £b) + f(c);z(b)(x—b) x€R.

b—a c—

Puisque f est convexe, si x € [a,b] ona f(x) < g(x) etsix € [b,c|] ona f(x) < h(x).
De plus d’apres le corollaire précédent si x € [a,b] on a f(x) > h(x) etsix € [b,c] ona f(x) > g(x).

Par conséquent si x € [a,b] on a h(x) < f(x) < g(x). Or Les fonctions g et i sont affines donc conti-
nues. De plus elles coincident en b avec f. On a donc linl}h(x) = linl} g(x) = f(b). Ainsi d’apres le

x<b x<b
théoréeme d’encadrement, linbl f(x) existe et vaut limh(x) = linl} g(x) = f(b). La fonction f est donc

x—b
x<b x<b x<b

continue a gauche en b.
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De méme si x € [b,c] on a g(x) < f(x) < h(x). Or Les fonctions g et & sont affines donc continues.
De plus elles coincident en b avec f. On a donc l_irrblh(x) = linblg(x) = f(b). Ainsi d’apres le théoreme

x>b x>b
d’encadrement, lim (x) existe et vaut lirrhlh(x) = lim g(x) = f(b). La fonction f est donc continue a
X— X—> X—
x>b x>b x>b

droite en b.

Puisque f est continue a gauche et a droite en b elle est continue en b.

Remarque 20 I est important que I’intervalle 7 soit ouvert. En effet la fonction f définie sur R par
f(0) =1et f(x) =0six> 0 est convexe sans étre continue en 0.

Théoreme 6 Si f : [a,b] — R est continue elle est uniformément continue.

Preuve Supposons que f ne soit pas uniformément continue et montrons que cette hypothese est
fausse en montrant qu’elle aboutit a une contradiction. Il existe € > 0 tel que pour tout 1 > 0 il
existe x,y € [a,b] tels que |x —y| <m et |f(x) — f(y)| > €. Choisissons donc pour tout n € N des
réels x,,y, € [a,b] tels que |x, — y,| < ﬁ et |f(xn) — f(yn)| > €. D’apres le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, il existe ¢ € [a,b] et ¢ : N — N strictement croissante telle que (uy),eN = (x¢(n)) neN tend
vers c. Puisque ¢ est strictement croissante ¢(n) > n si n € N et donc la suite (v)neN = (Vo(n) JneN
vérifie |u, —v,| < ﬁ si n € N et donc converge aussi vers c. Par conséquent, puisque f est continue
les suites (f(un))nen et (f(va))nen tendent vers f(c). Or | f(un) — f(vy)| > € > 0 si n € N donc les
(f (tn))nen et (f(vn))nen ne peuvent pas avoir la méme limite. C’est la contradiction recherchée.

Théoréme 7 Si a < b et f :|a,b|— R est uniformément continue alors elle posséde une limite finie en
a et une limite finie en b.

Preuve On prouve I’existence de la limite en a. L’existence de la limite en b peut étre établie de
facon analogue. Puisque f uniformément continue il existe n; > 0 tel que si x,y €|a,b| alors on
a |f(x) — f(y)| < 1 dés que [x—y| < M;. On pose 8 = min(M1,3(b —a)) puisque 0 < & < 1My et
0 <8 < J(b—a) intervalle Ja,a+ 8] est dans ]a, b| et si x €]a,a+ 8] alors | f(x) — f(a+8)| < 1.La
restriction de f a |a,a + §] est bornée. La suite u = (u,),en définie par u, = f(a+ Flnﬁ) est donc
bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢ : N — N strictement croissante telle
que (uy(y))nen admette une limite réelle /. Soit € > 0. Puisque %8 >0, que (Mq)(n))neN tend vers [, que
f est uniformément continue, il existe N € N et tels que sin € Netx,y € [a,b] alors [uy(n) — la| < 1e
sin>Net|f(x)—f(y)| < %8 des que |x —y| < 1. Soit n = max(N,Ent(1+ 3)). Puisque n > N on

a [ug(n) — la| < %8- Puisque n > J et que ¢(n) > nona la+ WS—M <M. Soit x €]a, b tel que
|x—al <m.Ona|x—(a+ #M)Sﬂ <1, ceci implique que
106) — touy| = /(0) — flat i) < e
— Uy | = — —€.
bir) 1+on))' =2

Finalement on a [ f(x) — I| < [f(x) — tg(n)| + | — | < e+ 1& =¢. On vient de prouver que pour
tout € > 0 il existe 1 > 0 tel que si x € D et |[x—a| < alors | f(x) —|. La fonction f admet une limite
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finie en a.

Proposition 31 Soient f,g: D — Retae Det A€ R Si f et g sont continues en a (respectivement
continues sur D) alors Af, f + g et fg sont continues en a (respectivement continues sur D). Si de
plus f ne s’annule pas alors % est continue en a (respectivement continue).

Ces propriétés sont des conséquences des propriétés similaires vérifiées par les limites.

Proposition 32 Si f,g : D — R sont uniformément continues et bornées alors fg est uniformément
continue.

Preuve Soit € > 0. Soit K > 0 qui majore |f| et |g|. Puisque %8 > 0, il existe N0 tel que si a,x € D

et |x—a| <1 alors |f(a)],| f(x)] < K. |g(a)], ls(x)] < K. [f(x) — f(a)] < & |g(x) —g(a)| < %. Ceci
implique

[f(x) x g(x) = fla) x g(a)| = |(f(x) — f(a)) x g(x) + (8(x) — g(a)) x f(a)

fx) = @) x [g(x)] +|g(x) —g(a)] x | f(a)]
€

Ainsi fg est uniformément continue.

Remarque 21 Il est important de supposer f et g bornées comme le montre I’exemple de la fonction
h définie par h(x) = xsin(x) si x € R. C’est le produit de deux fonctions uniformément continues, x
et sin mais elle n’est pas uniformément continue (voir I’un des exemples qui illustrent la continuité
uniforme).

Proposition 33 Soit / un intervalle ouvert (i.e. qui ne contient ni sa borne supérieure ni sa borne
inférieure), J C Ret f : I — J une bijection continue. Alors J est un intervalle ouvert, f est strictement
monotone et sa réciproque f~! : J — I est continue.

Preuve Le cas ou [ est réduit a un élément est immédiat. On suppose que I n’est pas un singleton. On
montre d’abord que f est monotone. On raisonne par I’absurde. Si f n’est pas monotone il existe a < b
et c < d tels que f(b) — f(a) > 0et f(d)— f(c) <O0. Soit g : [0,1] — R définie par g(r) = f(td +
(1 —1)b) — f(tc+ (1 —t)a). La fonction g est continue car obtenue par composition et opérations
algébriques a partir de fonctions continues. On a g(0) = f(b) — f(a) > 0et g(1) = f(d) — f(c) <O.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Il existe 7 €]0, 1] tel que

g(t)=ftd+(1—1)b)— f(tc+(1—1t)a) =0
donc f(td+ (1 —1)b) = f(tc+ (1 —t)a). Or, puisque a < b,c < det0<r,1 —t<1lona
td+(1—1)b>tc+ (1 —1t)a.

Ainsi f n’est pas injective. C’est la contradiction recherchée. La fonction f est donc bien monotone.
Montrons que J = f(I) est un intervalle. Puisque f est une bijection f(I) = J. Soient a,f € J. il
existe a,b € I tels que f(a) = aet f(b) = B. Puisque f est continue, d’apres le théoréme des valeurs
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intermédiaires, tout A € [a, B] admet un antécédent par f et donc appartient a f(I) = J. Ainsi [a, ]
est inclus dans f(I) = J dés que o, 3 € J. Ceci prouve que J est un intervalle. Il reste a prouver que
la réciproque f~! de la bijection f est continue. Soit b € J et soit a € I tel que f(a) = b, c’est a
dire tel que f~!(b) = a. Soit € > 0. Puisque a appartient a ’intervalle [ il existe § €]0,€] tel que
I, = [a—8,a+ ] NI est un intervalle qui est soit égal a [a — §,a + 8] (si a n’est pas une borne de 1),
soit égal a [a — 8, d] (si a est la borne supérieure de 1), soit égal a [a,a + 8] (si a est la borne inférieure
de 7). Puisque f est strictement monotone et continue il existe 1| > 0 tel que soit

fla=d) <b—-m<b=fla)<b+n< f(a+9)

(si a n’est pas une borne de 1), soit
fla=d)<b—-m<b

(s1 a est la borne supérieure de 1), soit
b= f(a) <b+m< f(a+9)

(si a est la borne inférieure de 7). Alors pour tout y € J tel que y €]b —1,b+ 1|, c’est a dire tel
ly—b| <monasoit f(a—3) <y< f(a+38) (sian’est pas une borne de 1), soit f(a—8) <y < f(a)=b
(si a est la borne supérieure de 1), soit b = f(a) <y < f(a+39) (si a est la borne inférieure de ). Ainsi,
puisque f~! est strictement monotone comme f ’est,onasoita—e<a—8< f~1(y) <a+8<a+e
(si a n’est pas une borne de I), soita —e < a—8 < f! (y) < a (si a est la borne supérieure de ), soit
a < f~(y) <a+38 < a+e(siaestlaborne inférieure de I). Ceci prouve que f ~1 est continue en a
(dans les trois cas).
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3 Dérivabilité

3.1 Rappeler la définition de la dérivabilité d’une fonction a valeurs réelles en
un point a de R.

Définition 22 Soit f : D — R et soita € D. On suppose a adhérent a D\ {a}. On dit que f est dérivable

en a si la fonction qui ax € D\ {a} associe W admet une limite finie en a. Si f est dérivable en

a alors la limite limx—a M s’appelle nombre dérivé de f en a (ou par abus de langage dérivée
x#a X—a p p p g g

de f en a) et elle est notée f’(a).

Définition 23 Soit f : D — R. La fonction f est dite dérivable si elle est dérivable en tout point de
D. Si c’est le cas on appelle dérivée de f la fonction noté f” qui a tout @ € D associe f’(a) le nombre
dérivé de f en a.

Proposition 34 Soit f : D — Ret soita € D. Si f est dérivable en a alors elle est continue en a.

. o . . fx)—f(a)
Preuve On suppose f dérivable en a et on note f’(a) son nombre dérivé en a. Puisque hmf;;z =
fx)—fla) (
X—a

et que limxza (x —a) = 0 on déduit que f(x) — f(a) qui est égal a x —a) a pour limite en

a le produit des limites, c’est a dire O :

tim ) — fla) = tim LDy g I ()= ) 0 =01

x#a x#a x#a x#a

Ainsi la limite de f en a existe et vaut f(a) : f est continue en a.

Corollaire 3 Si f: D — R est dérivable elle est continue (étant dérivable en chaque a € D elle est
continue en tout a € D).

3.2 Donner des exemples simples, tous justifiables a I’aide de la définition.

Exemple 53 Toute fonction constante est dérivable et sa dérivée est la fonction nulle.

Preuve Soit f un telle fonction. Soient a,x € R avec a # x. On a f(x) — f(a) = 0 donc L&8=114) — ¢

X—a
fx)-fla) _ lim,_,,0 = 0. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = 0.

et donc limy_,, == —

Exemple 54 La fonction f définie par f(x) = x si x € R est dérivable et sa dérivée est la fonction
constante égale a 1.

Preuve Soit f un telle fonction. Soient a,x € R avec a # x. Ona f(x) — f(a) = x—a donc L&=114) —
f(x)—f(a)

X—a

et donc lim,_,, =lim,_,, 1 = 1. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = 1.

Exemple 55 La fonction f définie par f(x) = |x| si x € R est dérivable en a € R* et alors f/(a) = |“—|
mais elle n’est pas dérivable en 0.

Preuve Soit f un telle fonction. Soient a,x € R avec a # x. Si a,x > 0 alors f(x) — f(a) =x—a
fW-fla) _ — fx)—f(a)

x—a |a| x—a

E De méme, si a,x < 0, alors
fx)—=fla)=—(x— )donc—f(a):—lzmetdonchmxﬂ, flx Z() hmxﬁa—lz—l:m.

donc et donc lim,_., =limy_,1=1= ‘

a X—
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En revanche lorsque x' > 0 > x” on a f(x') — f(0) = X’ mais f(x”) — f(0) = —x". Par conséquent

f&)—f(0) fEN=£0) _ f)=r(0) ) (0)

T—5 = lmais ———5—~ = —1let donc £ ne peut avoir de limite en O.

Exemple 56 La fonction f définie par f(x) = /x si x € [0+ oo[ est dérivable en a €]0,+oo[ et sa
dérivée vérifie f'(a) = 3 \f mais f n’est pas dérivable en 0.

Preuve Soient a,x € [0, —|—oo[ avec a # x. Alors, puisque x —a = (y/x — v/a)(y/x + /a) il vient
fW)—fla) _ Va— Vi _
X—a

Puisque lim,/x = /a, on déduit des propriétés des limites relative-

X-a RG +f
ment aux opérations algebnques que si a # 0 alors lim, M = lim, \[Jlr Ja= 2 f’ et donc f est
dérivable en a et f'(a) = \[ En revanche limg w = limg \/;C = +o0 et donc la fonction f n’est

pas dérivable en 0.

Exemple 57 La fonction f définie par f(x) = x* si x € R est dérivable en a € Reet f'(a) = 2a.

Preuve Soient a,x € Ravec a £ x. Ona f(x) — f(a) = x> —a? = (x —a)(x+a) donc LS — 1 4

X—a

et par passage a la limite lim, W =lim,x+a =2a.

Exemple 58 La fonction f définie par f(x) = )—IC si x € R* est dérivable en a € R* et f'(a) = —ﬁ.
Preuve Soient a,x € R* avec a # x. On a f(x) — f(a) =1 — 1 = —=4 donc W = —L et par
passage a la limite lim, ]W =lim, —% = —aiz.

Exemple 59 La fonction f définie par f(x) = sin(x) si x € R est dérivable en a et sin’(0) = 1.

Preuve Si 6 €]0, 7] alors le secteur angulaire d’ouverture 8 d’un disque de rayon 1 contient un tri-

angle rectangle de base égale a cos(0) et de hauteur égale a sin(0) et il est contenu dans un triangle

sin(0)
cos(0)

tient %cos(e) sin(0) < 16 < 1 sin(6) qui donne cos(0) < Sm( ) <

2 cos(®)
c 05(9) = 0 et par encadrement limg~o_,0 gm( )= 1.0rsix¥<Oona gm(x = gmﬁ—) Par consé-

quenton alim sm( ) ( )
X' <0—0
sin est bien dérivable en 0 et sin’(0) = 1.

rectangle de base égale a 1 et de hauteur égale a tan(0) =

Si on compare les aires on ob-

Or limgcos(8) = 1. Donc

cos( )°

limg ——%+

sin(x') _ =1 etdonc &

=limy~q_0 —— a une limite en 0 qui vaut 1. La fonction

Exemple 60 Les fonctions f définie par f(x) = sin(x) et g définie par g(x) = cos(x) si x € R sont
dérivables et sin’(a) = cos(a), cos’(a) = —sin(a) sia € R.

Preuve Soient a,x € R* avec a # x. On a

sin(x) —sin(a) = ZCos(x—;a) sin(x;a)

et
cos(x) —cos(a) = -2 sin(x—; a)sin(x ; a)
On en déduit
sin(x) — sin(a) _ Cos(x+a)’51ﬂ(x ) ot cos(x) — cos(a) _ _Sin(x+a)sinx(i‘?“)
xX—a 2 e xX—a 2 e

sm( )

Puisque sin et cos sont continues et que limg = 1, en raison des propriétés vérifiées par les limites
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relativement a la composition et aux opérations algébriques il vient

cos(x) — cos sin(%54
lim $W =C08@) _ i in(* Y lim 5 __ sin(a)
a xX—a a 2 a )%
et a
sin(x) — sin sin(%54
limM = limcos(x+a)lim X(ﬂf ) = cos(a).
a XxX—a a a -
Les fonctions sin et cos sont donc bien dérivables et sin’ = cos et cos’ = — sin.

3.3 Donner une autre définition, équivalente a la premiere. Interpréter gra-
phiquement.

Définition 24 Soit f : D — R et soient a,b € D tels que a # b. On appelle sécante au graphe de f
qui passe par (a, f(a)) et (b, f(b)) la droite qui passe par ces deux points. C’est la droite d’équation
y=f(a)+ %(x—a). Le segment qui relie (a, f(a)) et (b, f(b)) est la corde entre ces deux
points.

Définition 25 Soit f : D — Ret soita € D. On suppose a adhérent a D\ {a}. On dit que f est dérivable
enas’ilexiste A€ Rete: D — Rtelsqueetend versOenaet f(x) = f(a)+Ax (x—a)+ (x—a)e(x).
Si f est dérivable en a alors le nombre A s’appelle nombre dérivé de f en a (ou par abus de langage
dérivée de f en a) et il est noté f’(a). La droite d’équation y = f(a) + f’(a) x (x —a) s’appelle droite
tangente en (a, f(a)) au graphe de f.

Remarque 22 Soit f : D — R et soit a € D. On suppose a adhérent a D\ {a}. Si f limx;a f(x)—f(a)

X—a
existe et appartient a R, c’est a dire si f est dérivable en a selon la premiére définition, on note A cette
limite. On pose €(x) = fe-Sla) ) sixe D\ {a} et on pose €(a) = 0. Par construction lim, &€ = 0 et

X—a
f(x)=f(a)+Ax (x—a)+ (x—a)e(x) six € Detdonc f est dérivable en a selon la seconde définition.
Inversement s’il existe € : D — Ret A €, rtels que lim,e=0et f(x) = f(a) + A x (x—a)+ (x—a)e(x)
six € D alors % =A+¢g(x)et limxza W = A. La fonction f est donc dérivable en a selon

la premiere définition et f'(a) = A. Les deux définitions sont donc bien équivalentes.

Remarque 23 (interprétation graphique) La droite tangente en (a, f(a)) au graphe de f est en un
certain sens la limite des sécantes qui passent par (a, f(a)) et (b, f(b)) lorsque b tend vers a. C’est
aussi, parmi les droites qui passent par (a, f(a)) celle qui s’approche le plus du graphe de f. En effet,
considérons f : D — R dérivable en a € D et soit f’(a) son nombre dérivé en a. Il existe € : D — R tel
que etend vers Oenaet f(x) = f(a)+ f'(a) X (x—a)+ (x—a)e(x). La tangente en (a, f(a)) au graphe
de f passe par (a, f(a)) et c’est le graphe de la fonction affine définie par ¢(x) = f(a) + f'(a) X (x—a)
si x € R. C’est, parmi toutes les droites qui passent par (a, f(a)), la plus proche au sens suivant.
Soit D une autre droite qui passe par (a, f(a)). Alors D est le graphe d’une fonction qui 2 x € R
associe s(x) = f(a) +1 x (x —a) ou [ € R est un réel différent de f’(a). Pour tout x proche de a on

a |s(x) = f(x)] > lr(x) = f ()] et lime e % En effet d’une part [ — f'(a) # 0 et lim,e = 0, et

d’autre part |¢(x) — f(x)| = |(x —a)e(x)| et |s(x) = f(x)| = |(x—a)(I = f(a) —&(x)|
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/

Tangente et sécante au graphe d’une fonction s’intersectant au point de tangence

Proposition 35 Soient f,g : D — R dérivables en un point a € D. Alors f + g et fg sont dérivables
ena, (f+g)'(a) = (f'+¢&')(a) et (fg)'(a) = (f'g+ &) (a).

Preuve Il existe f'(a),g'(a) € Rete;, € : D —, rtels que si x € D alors

f(x) = fla)+ f'(a) x (x—a) + (x — a)e) (x), lime, (x) =0
et

g(x) = g(a) +¢'(a) x (x—a) + (x — a)ga(x), lime,(x) = 0.
Ainsi

(f+8)(x) = (f(a) +8(a)) + (f'(a) +'(a)) x (x—a) + (x — a)e3(x)

six € D et ol €3 = €| +€;. Puisque lim, € (x) = 0 et lim, €3 (x) = 0 il vient lim, €3(x) = 0. Ceci établit
que f + g est dérivable en a et que (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a) = (f' + &')(a). De méme

(f8)(x) = (f(a)g(a)) + (f'(a)g(a) + f(a)g'(a)) x (x—a) + (x— a)ea(x)
six € D et ol g4(x) = €1(x)(g(a) +&'(a)(x —a)) + &2(x)(f(a) + f'(a) (x — a)) + &1 (x)e2(x) (x — a).

Puisque lim, €1 (x) = 0 et lim, €2 (x) = 0 il vient lim, €4(x) = 0. Ceci établit que fg est dérivable en a

etque (fg)'(a) = f'(@)g(a) + f(a)g (a) = (f'g+ f¢')(@).
V(@) == (%)(a).

Proposition 36 Si f : D — R* est dérivable en a alors 7 est dérivable en a et (

f
0 1 fl@)-f) fla)=1(x) 1 |
) fl@ __ fla . a)—f(x) / . .
Preuve Si x € D alors Z e = F@F0) - x—a .Orlim, ==~ = —f'(a) etlim, I = P@-
Par conséquent lim, @6:5(7) =— j]:;((‘;)) La fonction 7 est bien dérivable en a et ( f) (a) = — j]:;((‘;)),

Proposition 37 Soient f: D — E et g: E — R. Soit a € D. On suppose que f est dérivable en a et g
en f(a). Alors go f est dérivable ena et (go f) (a) = ((g' o f) X f')(a).

Preuve Il existe f'(a),g’(f(a)) €R, €1 :D —,rete;: E —,rtelsquesix € Dety € E alors

f(x) = fla)+ f'(a) x (x—a) + (x —a)ei (x) lime, (x) =0
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et

(gof)(x) =g(f(x))
=g(f(a)) +&'(f(a)) x (f(x) = f(a)) + (f(x) — f(a))e2(f (x))
=8(f(a) +&'(f(a) x (f'(a) x (x—a) + (x— a)ei (x))
+(f(a) x (x—a) + (x— a)e1 (x) )&
)

+(x—a)(e1(x) + (f'(a) +&1(x))e2(f (x)))-

Posons €(x) = & (x) + (f'(a) + &1 (x))e2(f(x)) si x € D. Puisque lim, &1 (x) = 0, lim s, €2(y) = 0 et
lim, f(x) = f(a) il vient lim, &€(x) = 0. Ainsi

(80)(x) = (g0 f)(a) +(&'(f(a)) x f'(a)) x (x—a) + (x— a)e(x)
avec lim, €(x) = 0. Ceci établit que go f est dérivable en a et que (go ) (a) = ¢'(f(a)) X f'(a), c’est
adire (go f)'(a) = ((g'o f) x f')(a).

Proposition 38 Si f : D — R* est dérivable en « alors 1 7 est dérivable en a et (%) (a) = —(%)(a).

Preuve Il suffit d’appliquer la proposition précédente a f et g définie par g(y) = % siy e R*.

Proposition 39 Soit f : I — J une bijection continue d’un intervalle / dans un intervalle J. On suppose
que f est dérivable et que sa dérivée ne s’annule jamais. Alors £~ : J — I est dérivable et (1) (y) =
J%x) sixel,yeJety= f(x).

Preuve Soient b € J et y € J différent de b. Puisque d’une part lim, £~ (y) = f~1(b) et d’autre

part lim-1 ;) J%{E;)(b)) = f'(f~ (b)), par composition du taux d’accroissement %{(;)(b)) de

£ entre x et £-1(b) par £, il vient limy LU _ON=SUB) _ ¢ r=1(p)) Puisque £(f~ (b)) # 0,

o) —=f1b)
par passage a I’inverse on obtient lim,, %{;l(b) =lim, 7 ﬁ;t%:;;g%bn = f_ll(b)) = f,%a) avec
b = f(a). Ca signifie que f~! est dérivable en b et que (f~1)(b) = % avec b = f(a).

3.6 Rappeler la formule de Leibniz de dérivation a I’ordre » d’un produit de
fonctions. Démontrer cette formule en utilisant un raisonnement par ré-
currence.

Définition 26 Soient n € N, D c Ret £, f(©), f(U £ des fonctions déﬁnies sur D. On dit f est n
fois dérivable et que si k € {1,...,n} f (K] est la dérivée d’ordre k de fsi f(O = £, f1) = f etsi pour
tout k € {1,...,n— 1} la fonction f (K] est dérivable et sa dérivée est f*+1).

Remarque 24 Si f est n fois dérivable alors le n-uplet (V... f(") est unique et si k € {1,....n—1}
la fonction f*l est (n— k) fois dérivable et pour tout [ € {1 con—k} (f6)0 = plktd),

Remarque 25 Si f est n fois dérivable et n > 0 alors f = f ©, .. f (»=1) sont continues.

Définition 27 Une fonction f est dite C* si elle de classe C" pour tout n € N.
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Définition 28 Soientn € N, f : D — R et a € D. On dit que f est n fois dérivable en a si n = 0 et on
pose 19 (a) = f(a) ou si elle est n — 1 fois dérivable et si sa dérivée d’ordre n est dérivable en a : on
pose alors £ (a) = (f=1))(a).

Définition 29 (coefficient binomial) Si n € N et k € {0,...,n} on appelle pose (Z) = Wlk)' Les
nombres () s’appellent coefficients binomiaux.

Proposition 40 (formule de Pascal) Sin € Netk € {1,...,n+ 1} alors (," ) + (})

("e):

Preuve Soientn € Netk € {1,....,n+1}. Alors

(kﬁ 1) * (Z) " (k- 1)!(nni (k—1)! +k!(nnik)!

= oy (= = 1))
n!

BT R

B (n+1)!

Tk ((n+1) —k)!

)

Remarques 26 Ces coefficients binomiaux apparaissent en combinatoire. On peut montrer que (2) est
le nombre de parties a k éléments dans un ensemble fini a n éléments. 11 apparaissent aussi en algebre
dans le calcul des puissances entieres d’une somme. On peut montrer que si a,b € Ret si n € N alors

(a+b)" = Z (Z) bk,

k=0

donc on a bien (kfl) + (Z) = ("Zl)

Proposition 41 (Formule de Leibniz) Soient n € N, f,g: D — Reta € D. Si f et g sont n fois

dérivables en a alors .
19" =Y. () ¥ @),
k=0

Preuve Le résultat est vrai si n = 0 car on a bien (fg)(a) = (8) (fOg)(a) = f(a)g(a). Tl reste
donc a prouver I’hérédité de la propriété. Soit n € N telle que la propriété énoncée dans la proposition
est vraie au rang n et soient f,g : D — R et a € D tels que les fonctions f et g soient n+ 1 fois
dérivables en a. Elles sont donc n fois dérivables et par hypothese de récurrence

(ERIOES W [

k=0

pour tout x € D. Les fonctions f*) et ("% avec k € {0, ...,n} de cette somme sont toutes dérivables
en a. C’est donc le cas de ( fg)(”) qu’on obtient a partir de ces fonctions par sommes et produits.
Puisque (fg)" 1) (a) = ((fg)™) (a), en utilisant les propriétés des dérivées par rapport aux opéra-
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tions algébriques on obtient

(f8)"*(a) = kgo (k) (F9" 1) (a)
:k;)(’;) (fErDgnh 4 Bt 1=h)y (g)
Or d’une part
y (’D (FlE g k) 4 g1y () — Y (Z) (g9 () + Y. (Z) (fWg" 1) (a)
X P =

et d’autre part

Zn: (Z) (FED =Ry (g) = (n+ 1) (F DOy (q) + Z (ki 1) (F0) 1K) ()

=0 n+1

Zn" (’]Z) (FR g1k () = (”‘(;1)(f(0)g("+1))(a)+ i <Z) (f®) glm+1=k)) ().

k=0

et

Par conséquent

9= ("3 ) "“>><a>+(Z“)<f<"“>g<0>><a>

Or d’apres la formule de Pascal (," ) + () = ("Jk“l) sik € {l,...,n+ 1} par conséquent

9@ = (" @+ (1] ) g

3 (")
k

3.7 Rappeler ce qu’est une fonction de classe C* sur un intervalle.

Déﬁnition 30 Une fonction f définie sur un intervalle / est dite de classe C si elle est k fois dérivable
etsi fU) pour j € {0,...,k} est continue.

Exemple 61 Soit k € N. Si n € N alors la fonction f définie par f(x) =x" six € Restde classe Cket
sa dérivée f) vérifie f)(x) =n---(n—k+ 1)x" ¥ si x € R. En particulier si k > n alors ) est la
fonction nulle.

Exemple 62 Soit k € N. Si n € N alors la fonction f définie par f(x) =x" 1 si x € R* est de classe
C* et sa dérivée f() vérifie f0 (x) = (= Dkn--- (n+k—1Dx" "0 i x € R*

Exemple 63 Soit k € N. Les fonctions sin et cos sont de classes C2 et C%+1 et sin(%¥) = (—1)ksin,
cos) = (—1)kcos, sin®*+D) = (—1)kcos, cos() = (—1)k+Lsin.
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Preuve (piste pour vérifier les trois exemples) On établit ces propriétés par récurrence sur k en utilisant
les propriétés de la dérivation relatives aux opérations algébriques, en particulier (fg)’ = f'g+ f¢', et

les résultats suivants qui ont déja été démontrés : X' =1, 1’ =0, ()—lc)’ = —é, sin’ = cos et cos’ = — sin.

3.8 Donner un exemple de fonction dérivable sur un intervalle mais qui n’est
pas de classe C!.

Exemple 64 La fonction f définie sur R par f(x) =0 six < 0 et f(x) = x?sin(1) si x > 0 est une
fonction dérivable qui “est pas C!.

Preuve Si a < 0 alors f/(a) = 0. Si x € R* alors | f(x) — f(0)| < x?. Par conséquent |%| < |x| si
X

x € R* et donc lim.o 2! ))C SO _ 0. Ceci signifie que f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. Si a > 0 alors
x#£0

f'(a) = 2asin(1) —cos(1). Les suites u = (ty)nen = (52 )neN €LV = (Vp)pen = (FIZM),ZGN tendent

vers 0 mais les suites des valeurs des dérivées (f(un))ne,n €t (f(vn))nen sont les suites constantes

égales a 1 et —1. Elles ne tendent pas vers f’(0). Par conséquent la fonction f’ n’est pas continue en

Oet f n’est pas C'.

3.9 Enoncer le théoréeme de Rolle (CAPES 2016 - premiére composition). En
proposer une démonstration.

Théoréme 8 (théoreme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que f(a) = f(b). Si f est continue sur [a, D]
et dérivable sur |a, b alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.

Preuve Si f est constante tout ¢ €]a,b| vérifie f’(c) = 0. Supposons f non constante. Puisque f est
continue sur [a,b] il existe c1,cy € [a,D] tels que f([a,b]) = [f(c1),f(c2)]. Puisque f est supposée
non constante f(c1) ou f(cy) est différent de f(a) = f(b). Raisonnons dans le ot le maximum f(c;)
est différent de f(a) = f(b). Puisque ¢ €]a,b[ les intervalles [a,c2[ et |c2,b] sont non vides. On
considere x € [a,c[. D’une part x — ¢ < 0 car x € [a, ¢ et d’autre part f(x) — f(c2) < 0 car f atteint

son maximum en ¢;. Donc % > 0six € [a,cy[ et par passage a la limite

len) — tim T =€) | o

x~>c"2 X—Co

Soit x €]cz,b]. D’une part x — ¢z > 0 car x €]cp,b] et d’autre part f(x) — f(c2) <0 car f atteint son

fx)=flea)

maximum en ¢;. Donc < 0 i x €]cy, b] et par passage a la limite

len) — tim T =)
e XTC

Finalement 0 < f’(c;) <0 et donc f'(cz2) = 0. Si f(c2) = f(a) = f(b) alors f(c1) < f(a) = f(b) et

le méme raisonnement fait avec — f permet de conclure que (—f)'(c1) = 0 et puisque (—f) = —f il

vient f'(c1) = 0.

3.10 Donner des exemples simples montrant I’importance des hypotheses de
ce théoreme.

Exemple 65 (utilité de la continuité aux extrémités) La fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = x si
x €]0,1] et par f(0) = f(1) = 1 est dérivable sur | — 1,[ mais non continue en 0. Elle vérifie bien
f(0) = f(1) mais sa dérivée n’est jamais nulle.
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Exemple 66 (utilit¢ de I’hypothese f(a) = f(b)) La fonction f définie sur [0,1] par f(x) = x est
continue sur [0, 1] et dérivable sur | — 1, 1[. Elle ne vérifie pas f(0) = f(1) et sa dérivée n’est jamais
nulle.

Exemple 67 (utilité d’étre dérivable en tout point de |a, b]) La fonction f définie sur [0, 1] par I’égalité
f(x) =|2x — 1] est continue sur [0, 1] et f(0) = f(1). Elle est dérivable sauf en % ou elle atteint son
minimum et si x € [0, 1]\ {3} alors |f'(x)] = 1.

3.11 (CAPES 2016 - premiere composition) On suppose que g : [a,b] — R est n
fois dérivable sur [a,b] et s’annule en au moins n + 1 points distincts de
[, b]. Montrer que la fonction dérivée n-éme g") s’annule en au moins un
point de [a,b].

Solution On va montrer par récurrence sur n la propriété P, suivante : sia <b € Retg:[a,b] > R
est une fonction n fois dérivable sur [a, b] alors, s’il existe n+ 1 réels dans [a,b],a <ap < ... <a, <b
tels que g(ap) = ... = g(a,) = 0, il existe ¢ € [a,b] tel que g™ (c) = 0. La propriété Py résulte du
théoreme de Rolle qui assure 1’existence d’un tel ¢ dans ]ap,a;[. Il reste a prouver I’hérédité de B,.
Soit n € N. On suppose P, vraie. On considére a < b € R, g : [a,b] — R est n+ 1 fois dérivable sur
[a,b] et n+2 réels dans [a,b], a < ag < ... < ap+1 < b tels que g(ap) = ... = g(an+1) = 0. Puisque g
restreinte a chaque [a;,a;11] lorsque i = 0, ...,n est continue, est dérivable sur |a;,a;; [ et s’annule en
a; et en a; 1, d’apres le théoreme de Rolle, il existe b; €]a;,a;1] tel que g’ (b;) = 0. Par construction

a<lag<by<ay<b <ap..<a,<b,<ap1 <bh.
La fonction g’ : [a,b] — R est donc n fois dérivable sur [a, ] et il existe n+ 1 réels dans [a, b],
a<by<..<b,<b,

tels que g’ (bo) = ... = g’ (b,) = 0. D’apres B, il existe ¢ € [a, b] tel que (g')")(c) = 0. Or on a I’égalité
(¢")" = g**1)_On a donc trouvé ¢ € [a, b] tel que g"*1)(c) = 0. Ceci prouve que si P, est vraie alors
Po+1 Uest aussi. L'hérédité est établie.

3.12 Rappeler le théoréme des accroissements finis. En donner une démons-
tration.

Théoréme 9 Soit f : [a,b] — R. Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b alors il existe ¢ €]a, b|

tel que f'(c) = —f(bl)):g(a).

Preuve Soit g : [a,b] — R définie par g(x) = f(x) — i (b (x —

g est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. De plus g( ) g(b) = f(a). Les hypotheses du théoréme

de Rolle sont vérifiées par g. Il existe donc ¢ €]a,b| tel que g'(c) = 0. Or pour tout réel x €]a,b|
)—f(

tel
() = £/(x) — L= 0n adone 0= ¢/(c) = £/(c) — L@ qui s*éerit aussi f'(c) = LO@.

—a

a) six € |a,b]. Comme f la fonction

Corollaire 4 (inégalité des accroissements finis) Soit / un intervalle non vide de R et f : I — R une
fonction continue et dérivable. S’il existe M qui majore | f’| sur I alors pour tout (a,b) € I 2 I’inégalité
|f(b) — f(a)] < M|b— a est vérifiée.

Preuve Soit (a,b) € I>. Sia=bona |f(b) — f(a)| =0 < M|b—a|. Si a # b, d’apres le théoréme des
accroissements finis il existe ¢ € I tel que f'(¢) = W. Or |f'c)| < M. On adonc

[f(B) = fl@)| =|f(c)| x |b—a] < M|b—a].
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Corollaire 5 (inégalité des accroissements finis (version plus générale)) Soit / un intervalle non vide
de Ret f,g: I — R des fonctions continues et dérivables. On suppose que pour tout x € I I’inégalité
|f'(x)| < g(x) est vérifiée. Alors tout (a,b) € I? 'inégalité |f(b) — f(a)| < |g(b) — g(a)| est vérifiée.

Preuve Soit (a,b) € I>. Sia=b on a |f(b) — (a)| = 0 < 0 = |g(b) — g(a)|. Si a # b, d’apres ’hy-
pothese |f’| < g et le théoreme des accroissements finis appliqué a g — f et g+ f il existe ¢ € I tel

que (g(b) — f (b)) — (g(a) - f(a))
b—a

0<g'(c) = f(c) =

etil existe d € I tel que

0 @)+ fa) = B~ 6@+ (e

11 vient donc

_8(b) —gla) _ f(b)~ fla) _ g(b) ~ g(a)
b—a - b—a - b—a

et donc, en prenant les valeurs absolues et en multipliant par [b —a

1f (D) = fla)| < [g(b) —g(a)].

, on obtient

3.13 Appliquer ce théoreme a une fonction trindme du second degré. Quelle
propriété géométrique en déduit-on ?

Remarque 27 Soient a,b,c € R avec a # 0 et f définie par f(x) = ax? +bx+c si x € R. La fonction f
est un trindme du second degré. Son graphe est une parabole I'. La fonction f est dérivable et f(x) =

2ax+b six € R. Le théoréme des accroissements finis appliqué a f sur [o, ] ot o < 3 sont deux réels

donne ’existence de y €]a, B] tel que f'(y) = %. Le calcul donne 2ay+b = “(Bzfag)ij (B-a)

qui se transforme en ay-+b = a(B+7) + b en utilisant I’identité remarquable B? —a? = (B+7)(B—7).
On obtient finalement y = %(oc +B) : yest le milieu de [a, B]. Or le taux W représente la pente
de la corde a la parabole I" entre A = (o, f(ot)) et B= (B, f(B)) et que f'(y) représente la pente de
la tangente a la parabole I" en C = (7, f(Y)). On en déduit qu’étant donnée la tangente a une parabole
I" en un de ses points C, toutes les cordes [A, B] a la parabole qui sont paralléles a cette tangente ont
leurs milieux qui sont alignés sur la droite verticale qui passe par le point C.

Proposition 42 Soient / un intervalle et f : I — R dérivable. Si f est croissante alors f” est positive
ou nulle et si f est décroissante f” est négative ou nulle.

Preuve On suppose f croissante. Soita € I. Alorssix €l etx #aona ! (x))c :i (@) > 0. Par passage a la
.. . . T f(x)—f(a) . , . .
limite il vient f'(a) = llmgg —~—-— > 0. On suppose maintenant f décroissante. Soit a € I. Alors

f)—f(a)

X—a

sixeletx#aona < 0. Par passage a la limite il vient f/(a) = limgj Jw <O0.
Proposition 43 Soient / un intervalle et f : I — R dérivable. Si f” est positive ou nulle (respectivement
négative) ou nulle alors f est croissante (respectivement décroissante).

Preuve On suppose f’ positive ou nulle. Soient x < y € I. D’apres le théoréme des accroissements

‘i ey fO)—fx) _ 4 ’
finis il existe z €]x, y[ tel que 5= = f(z) < 0. Par conséquent f(y) — f(x) < 0. Comme c’est
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vrai quels que soient x < y € I la fonction f est croissante. Ce raisonnement appliqué a —f si f’
négative ou nulle (et donc (—f)’ positive ou nulle) permet de conclure que — f est croissante et donc
f décroissante si f’ est négative ou nulle.

Corollaire 6 Soient f,g :— R deux fonctions dérivables. Alors f — g est constant si et seulement si

f'=g.

Preuve Si f — g est constant alors f' — g’ = (f — g)’ = 0. Réciproquement si f' — g’ = 0 alors on a
(f —g) =0etdonc f — g est a la fois croissante et décroissant sur I'intervalle /. La différence f — g
ne varie donc pas, elle est constante.

Proposition 44 Soient / un intervalle et f : I — R dérivable. Si f’ est strictement positive (respecti-
vement strictement négative) alors f est strictement croissante (respectivement strictement décrois-
sante).

Preuve On suppose f’ strictement positive. Soient x < y € I. D’apres le théoréme des accroissements
finis il existe z €]x, y[ tel que w = f'(z) > 0. Par conséquent f(y) — f(x) > 0. Comme c’est vrai
quels que soient x < y € I la fonction f est strictement croissante. Ce raisonnement appliqué a — f si
S strictement négative (et donc (— f)’ strictement positive) permet de conclure que — f est strictement

croissante et donc f strictement décroissante si f’ est strictement négative.

Remarque 28 La réciproque est fausse comme le montre la fonction f définie sur R par f(x) = x°.
Définition 31 Soit f : D — R une fonction numérique. Un réel M est le maximum de f s’il existe
a € D tel que f(a) = M et si pour tout x € D, f(x) <M.

Définition 32 Soit f : D — R une fonction numérique. Un réel m est le minimum de f s’il existe
a € D tel que f(a) = m et si pour tout x € D, f(x) > m.

Définition 33 Soit f : D — R une fonction numérique et soit « € D. On dit que f atteint un maximum
local (respectivement un minimum local) en a s’il existe un intervalle ouvert I centré en a tel que f(a)
est le maximum (respectivement le minimum) de la restriction de fa DNI.

Théoreéme 10 Soit / un intervalle ouvert et f : I — R une fonction. On suppose que f atteint un
extremum en un point ¢ de . Si f est dérivable en ¢ alors f'(c) =0

Preuve Elle reprend les idées de la preuve du théoreme de Rolle. On la fait dans le cas ou f atteint un
minimum en c. Puisque 7 est un intervalle ouvert il existe a,b € I tels que a < ¢ < b. Puisque ¢ €la, b|
les intervalles [a, c[ et |c,b] sont non vides. On considére x € [a,c[. D’une part x — ¢ < 0 car x € [a, |

et d’autre part f(x) — f(c) > 0 car f atteint son minimum en c. Donc % < 0six € [a,c[ et par
passage a la limite
f/(c) — llmf(x) _f(c) < 0.

X—cC x_c

x<c
Soit x €]c,b]. D’une part x —c¢ > 0 car x €|c,b] et d’autre part f(x) — f(c) > 0 car f atteint son
minimum en ¢. Donc % > 0 si x €]c,b] et par passage a la limite
£le) = tim X =) 5

X—C x J— C
xX>c

Finalement 0 < f’(¢) <0 et donc f'(c) =0.

Remarque 29 ’annulation de la dérivée n’est pas une condition suffisante pour qu’une fonction
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atteigne un extremum en un point. Par exemple la dérivée de la fonction qui a x associe x> est nulle
en 0 mais cette fonction qui est strictement croissante n’admet pas d’extremum.

Lemme 2 Soient s,7,u,v € Ravect,v>0.Si ; < 7 alors 7 § <y

Preuve L'inégalité < “ implique 0 < % — ¥ = “=% et puisque 7,v > 0 on obtient 0 < ur — sv. Par
4 stu s __ ut—sv u __ i __ ut— sv s+u s u stu

conséquent ;- — 7 = R >0et—i0 = )y > 0. Ainsi 7 > s et & > 7

Proposition 45 Soit f : I — R une fonction dérivable. Elle est convexe si et seulement si sa dérivée
est croissante. Elle est strictement convexe si et seulement si sa dérivée est strictement croissante.

Preuve Supposons que f est croissante (respectivement strictement croissante). Soient (a, b, )
tels que a < b < c. Puisque f est dérivable il existe o €]a,b[ et B €]b, ¢ tels que /(o) = (bg

et f/(y) = M{:U’) Puisque f’ est croissante il vient f’ (o) < f’(B) (respectivement (o) < f'(B)),

f(bg il‘( a) < e ) (b)— g(“) < L=S®)y prapres le lemme qui pré-

cb
f(bl)] f()gf() f()<f() f

c—a

c’est a dire (respectwement i

cede, puisque b —a >0 et c — b > 0onales megahtes

ment £ (bl)):f;(a) <! (Czi @ o f (CZ:{; )y Comme ces inégalités sont vraies pour tout (a,b,c) € P tels

que a < b < c la fonction f est convexe (respectivement strictement convexe). Supposons maintenant
f convexe (strictement convexe). Soit (a,c) € I* avec a < c. On pose b = 3(a+c). Il vient alors

10)-1(0) < JO=H6) < FOE) (roqpectivement O o SO0 _ SO ot ¢ g, b,

f()f()<f()f(a)

X—a

(respectlve—

Toujours en raison de la convexité on a Par passage a la limite en a il vient

flo)= i()<f() f(x)

Cc—. x

fl(a) < %ﬁ() Soit mamtenantx €]b, c|. La convexité implique

( f(b)— f( ) f() f
< f'(c). Finalement puisque = <

! (bg_f (@ 1 (Cz_b ) on obtlent les inégalités f'(a) < L (b) f @ < f (C ) < f' (¢) (respectivement

a
f’( ) < b) f(a) < f(ccff ®) < f'(¢)). On vient de montrer que si a,c € I vérifie a < ¢ on a alors
"(a) < f' La croissance (stricte croissance) de f’ est donc établie lorsque f est convexe (stricte-
q

ment convexe).

. Par passage

a la limite en x il vient £ (respectlvement

Proposition 46 Il existe une unique fonction notée In et appelée logarithme népérien qui est définie
et dérivable sur |0, +oo et qui vérifie In(1) = 0 et In'(x) = 1 si x €]0, 4.

Remarque 30 L’existence de In résulte du théoreme fondamental de 1’analyse de Newton qui admet
I’énoncé suivant. Si f : I — R est une fonction continue sur un intervalle / elle admet une primitive F :
F est dérivable et sa dérivée vaut f etsia,b € I F(b) — F(a). Cette variation est notée | ab f(x)dxeten
relation directe avec 1’aire comprise entre le graphe de f, I’axe des abscisses et les droites verticales
x=aetx=>blorsque a < b et f >0 sur [a,b] (pourvu qu’on ait donné un sens a I’aire). L’ unicité
résulte du fait que deux fonctions dérivables définies sur un intervalle differe d’une constante si et
seulement si leurs dérivées sont égales.

Preuve On donne une preuve de I’existence de In qui repose sur une construction élémentaire de
I'intégrale de la fonction £ : x €]0, +oo[— L entre 1 etunréel x > 0. Sin € N on note s, :]0, +o[— R la

fonction constante par morceaux et décroissante définie par s, (x) = ki—nl si k € N et x €]0, +oo[ vérifie

x €[5, 51 A x €]0, 4] fixé la suite (s,(x))nen est une suite croissante de limite % de nombres

strictement positifs. En effet soit n € N. Soit k = Ent(2"x). Alors x € [57, %55 [ et soit x € [57, 31
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+1 .
et s,(x) = % < %ﬂ = Spt1(x) < 1, soit x € [2n+1,k§;1 [ et s,(x) = k% = sp41(x) < 1. La suite
Ent(2"x)+1

(52(x))nen est donc croissante et puisque lim,, ;o —57—— = x 7 0 on a bien
2" 1
li = lim ————————— = —,
nos oo (x) = n oo Ent(2"x)+1 x

On définit pour n € N la fonction S, :]0, +eo[— R par

1 k Ent(2"a Ent(2"a
S@=n | L s(h)] @ B2, Ena),
k
kEN,1§27<a
sia>1et
1 k Ent(2"a) Ent(2"a)
Sn(a) = “on Z sn(i) - (T+ 1 _a)sn(T)
k
keN,a< £ <1
si a < 1. La valeur S,(a) est la somme des aires des rectangles (4, 551] x [0, 5,(4)] pour k entier

Ent(2 a) ] [0 Sn(Ent 2 a

vérifiant 2" < k < 2"a et du rectangle | )] sia > 1 et I’opposé de la somme

des aires des rectangles [, %51 x [0, s,,(zn )] pour k entier vérifiant 2"a < k < 2" et du rectangle
a, Emgza) +1] x [O,Sn(Emg”a))] si a < 1. Autrement dit, S,,(a) est I’aire comptée algébriquement

entre le graphe de la fonction s,, I’axe des abscisses et les droites verticales d’équation x = 1 et x = a.
Puisque la suite de terme général s, (x) est croissante et majorée par )—IC et que la fonction x > 0 — )—IC est
décroissante, la suite de terme général S, (a) est croissante et majorée para—1=(a—1) x 1 sia>1
et elle est décroissante et minorée par 1 — % =(a—1))x Ll; st a < 1. Or, puisque les suites croissantes
majorées et les suites décroissantes minorées sont convergentes, dans tous les cas la suite de terme
général S, (a) admet une limite finie notée In(a) et appelée logarithme népérien de a. Montrons que
cette fonction est dérivable et que In'(a) = 1 si a €]0,+oo[. Fixons donc a €]0,+oo[. Soit € > 0.
Puisque la fonction x > 0 — % est continue il existe 1 > 0 tel que si x > 0 vérifie |[x —a| < m alors
11— 1] < le. Puisque limﬁo 1= +tooona0¢[a—m,a+n]etdonc [a—mn,a+mn] C]0,+oo[. Puisque

1

(sn(@+m))nen croit vers —— 7 il existe N € N tel que si n € N vérifie n > N alors s, (a+m) > e 1e.

Soit x €Ja—mn,a+n][. Alors

! 2< ! 1:s< (a+m) < sp(x) < sp( ) ! <1—|—18<1+28
- - = syla sp(x) <s,(a—
a 3 “a+m 3 " V'S $nlX) = Sn T]ana3 3
c’est a dire
1 28< ()<1+28
- — = Sy (x -+ —¢.
a 3 — " ~a 3

Prenons b €]a —n,a+m][. La différence S, (D) — S, (a) est égale a 1’aire comptée algébriquement entre
le graphe de la fonction s,, I’axe des abscisses et les droites verticales d’équation x = a et x = b.

: - ‘o 1 2 Iy 20 o
Puisque la fonction constante par morceaux s, verlﬁe 2—358<sp(x) < S+ 35€six€la—m,a+n|

laire S, (b) — Sy(a) est compnse entre (b a)(:— § ) t (b—a)(i + 3e). Ceci implique que si b €

Su(b)—Sn(a)
b—a

Ja—m,a+n[etn >N alors . i §£ < <1 i §£. Par passage a la limite quand n tend vers

~+o0 on obtient % — %8 < W < % + %8. On vient donc d’établir 1’assertion suivante :

In(b) — ( )
b—

Ve>03dn>0Vb€la,+oo[ |b—al <n=| | < e<£

Ceci signifie que In est dérivable en a et que In’(a) = %

45



Proposition 47 Si x,y €]0, +oo[ alors In(xy) = In(x) + In(y).

Preuve Soit y €]0,+oo[. On note g la fonction qui & x €]0, oo associe In(xy). La fonction g est
dérivable et si x €]0,+oo alors g'(x) = )—lc Puisque g’ = In’ les deux fonctions different d’une constante
qui vaut g(1) —1In(1), c’est a dire In(y). Par conséquent g(x) = In(xy) = In(x) 4+ In(y) si x €]0, +oo].

Proposition 48 La fonction In est dérivable, strictement croissante, sa dérivée est strictement positive
In(x) 0

et elle vérifie lim e In = +o0, limgIn = —oo et lim oo —

Preuve La fonction In est dérivable par définition. Elle est strictement croissante car sa dérivée en
x €]0, 40| vaut (In)’(x) = % > (. Puisque la fonction In est croissante elle a une limite en +oo et cette
limite est 4o si In n’est pas bornée sur [1,+oco[. Or In(2) > In(1) = 0 car In strictement croissante et
si n € N alors In(2") = nIn(2) et donc limJroo In(2") = +oo. Ainsi In n’est pas bornée sur [1,+oo[ et
lim, o In=+c0.Ona0=1In(1) =1In(3) = ln( ) +In(x) si x €]0,+oo[. Par conséquent In(x) = —In(1)
si x €]0,1]. Ainsi limgIn(x) = —limpIn(1) = —lim . In(y ) = —oo. Soit g définie sur [1,+oo| par
g(x) = x —In(x). La fonction g est dérivable et g'(x) =1— + > 0. La fonction g est donc croissante
et comme elle s’annule en 1 on a g(x) > 0, c’est a dire M > In(x) si x > 1. Soit x > 1 Puisque

In(x) = 21In(/x) et que x = /X X /X on a ln)(f) = \%C hl(\‘/) Or d’apres ce qui précede 0 < E\[[) <1.

Donc, puisque lim 4., 2 v i =0, on a bien lim 4 —; Int) _ g,

Proposition 49 La fonction In est une bijection de |0, +oo[ dans R.

Preuve D’apres la proposition précédente la fonction In est strictement croissante donc injective. Il
reste a voir qu’elle est surjective. Soit y € R. Puisque lim o In = +oo, limgln = —oo il existe donc
x1,x2 €]0, 4o tels que In(x;) < y < In(x;). Comme In est dérivable, elle est continue et donc, d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x €]xy,x2] tel que In(x) = y. On vient de montrer que
In qu’on savait injective est surjective donc bijective.

Définition 34 Puisque In est une bijection dérivable et a dérivée strictement positive de |0, +oo[ dans
R elle admet une réciproque notée exp et appelée exponentielle.

Proposition 50 La fonction exp est une bijection dérivable strictement croissante de R dans |0, 4o,
sa dérivée vérifie exp’ = exp et six,y € R on aexp(x+y) = exp(x) exp(y).

Preuve La fonction exp est une bijection dérivable strictement croissante de R dans |0, 4-oo] car c’est
la réciproque de In qui est une bijection dérivable strictement croissante de |0, +oo[ dans R et dont la
dérivée est strictement positive. Soient x € R et y = exp(x). Alors la dérivée de exp en x est égale a
I’inverse de la dérivée de In en y. Or la dérivée de In en y vaut <, c’est a dire p( 7 Donc la dérivée

de exp(x) vaut y = exp(x). Soient si x,y € R. Alors on a
In(exp(x) exp(y)) = In(exp(x)) 4 In(exp(y)) = x +y.
En composant par 1’exponentielle on obtient exp(x) exp(y) = exp(In(exp(x)exp(y))) = exp(x+y).

Définition 35 (fonction exponentielle de base A) Soit A > 0 tel que A # 1. Si x € R on définit A* par

x* = expy (x) = exp(In(A)x).

Remarque 31 Sin € Z et A > 0 différent de 1 alors cette définition de A" coincide avec la définition
classique.

Proposition 51 Soit A > 0 différent de 1. La fonction exp, est une bijection dérivable de R dans
|0, +oo[ (strictement croissante si A > 1 et strictement décroissante si 0 < A < 1), sa dérivée vérifie
exp; = In(A)exp, etsix,y € Ronaexp)(x+y) = exp(x)exp) (y).

46



Preuve C’est une conséquence immédiate des propriétés analogues pour exp et du fait que In(A) est
strictement positif si A €]1,4-oo[ et strictement négatif si A €]0, 1].

Définition 36 Soit A € R. La fonction f définie sur |0, 4-oo[ par f(x) = x* est dérivable et sa dérivée est
donnée par f'(x) = A 1 Si A > 0 alors f est strictement croissante, si A < 0 alors f est strictement
décroissante et si A = 0 alors f est la constante 1.

Proposition 52 Soient A € R et x,y >. Alors x*y* = (xy)*.

Preuve En effet

Proposition 53 (I’exponentielle domine les puissances) Si A € R alors lim; . X exp(x) = +eo.
Preuve On a x*exp(x) = exp(x + Aln(x)). Or lim ., @ = 0. Donc lim;ex + Aln(x) = +o0. Ceci
implique que lim 4 x* exp(x) = lim o exp(x + Aln(x)) = +oo.
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4 Formules de Taylor et développements limités

4.1 Enoncer le théoréeme de Taylor-Lagrange. En proposer une démonstra-
tion. De quel théoreme est-il la généralisation ?

Théoréme 11 (Formule de Taylor-Lagrange) Soient n € N, a < b deux réels et f : [a,b] — R une
fonction de classe C" et n+ 1 fois dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

WA TR PR
f(b)zkzzb o (b—a)ker(b—a)H-

Preuve Elle repose sur le théoreme de Rolle. Le cas n = 0 correspond a I’égalité des accroissements
finis.

Si A € R on note g la définie définie sur / par

f(k) ()C) (b _x)k

i . L(b_x)m—l

(n+1)!

0.0 =10~ Y
k=0

La fonction g, s’annule en b et, puisque a # b, la fonction qui a A € R associe g) (a) est une fonction
affine non constante.Il existe donc un unique A tel que g, (a) = 0.

Par construction la fonction gy, est continue sur [a,b], dérivable sur ]a, b[ et s’annule en a et b. D’ apres
le théoreme de Rolle il existe donc ¢ €]a, b| tel que ggho (¢)=0.

Or le calcul de g; (c) donne

, n f(k'H)(C) “ f(k)(c) - 7\'0 "
g lc) = _];)T<b_c)k+1;(k—l)'(b )k 1+E(b_c)
(n+1) A
_/ — () 5 — )b —c)"
Aussi il vient (n+1) A
0=g),(c)= -~ ! (C)(”—C>"+n_(!)(b_c)n

c’est a dire, puisque b # c,

£ () = .

L’égalité g3, (a) = O devient, en remplagant A par sa valeur,

(4 (n+1)
f k'( )(b—a)k— f(n—'_l()') (b_a)n—H

0=gy(a)=f(b)~ ¥
k=0

qui donne

& YY) F(e) n
f(b)_k_zo X (b—a)]”rm(b—“) I

Remarque 32 La formule de Taylor-Lagrange généralise le théoréme des accroissements finis.



4.2 Rappeler le théoréeme de Taylor avec reste intégral. En proposer une dé-
monstration (CAPES 2016 - premiere composition).

Théoreme 12 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient n € N eta < b deux réels. Si f : [a,b] - R
est une fonction de classe C"*! alors

b a) +/ Ll(>(b x)"dx.

Preuve Elle se fait par récurrence sur n.

Au rang 0 I’énoncé est la conséquence suivante du théoreme fondamental de 1’analyse de Newton. Si
f: [a,b] — R est une fonction de classe C! alors

a)—}—/abf(l)

I1 suffit donc de prouver I’hérédité de la propriété annoncée.

Soit n € N. On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang n et prouvons que ceci implique
qu’elle est vraie au rang n+ 1. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"*2. Puisqu’elle est de
classe C"*2 elle est de classe C"*'! et d’aprés I’hypothése de récurrence

Y Ll()(b x)"dx.

Puisque f est de classe C"*? la fonction f (+1) est 1. On a donc, par intégration par parties

b (x) n () et b2 (x) nl
/a T(b—x) dx ) ——2(b—x) + )] ———=(b—x)""dx
(n+1) (x n 2
— f(ﬂ: 1() )(b a)" ! +/ fn:—l )(b—x)"de
et donc » 2
n n+
foy=Y f +/ fn+1 (b—x)"dx.

k=0
La propriété est bien vérifiée au rang n+ 1.

Proposition 54 (Formule de Taylor avec reste intégral (variante)) Soient n € N et a < b deux réels. Si
f : [a,b] — R est une fonction de classe C"! alors

:Zn: b a)k+(b— anH/ fr(at (b — a))(l—t)ndt

n!

Preuve On passe de I’énoncé classique de la formule de Taylor avec reste intégral a cette variante en
faisant le changement de variable x = a+ (b —a)t.

4.3 Rappeler la formule de Taylor-Young. En proposer une démonstration.
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Théoreme 13 (Formule de Taylor-Young) Soit n € N. Si f : I — R est une fonction définie et n — 1
fois dérivable sur un intervalle ouvert / et qui admet une dérivée n-eme en un point a de I alors

n (k) a
=% St c-aret)

ou € : I — R est une fonction qui s’annule et qui est continue en a.

Preuve Elle est établie par récurrence sur 7.

Au rang 0 I’énoncé traduit simplement la continuité de f en a. Il suffit donc de prouver 1’hérédité de
la propriété annoncée.

Soit n € N. On suppose que la proriété est vraie jusqu’au rang n et prouvons que ceci implique qu’elle
est vraie au rang n+ 1. Soit f : I — R une fonction définie et n fois dérivable sur un intervalle I et qui
admet une dérivée n + 1-eéme en un point a de /.

Puisque la dérivation est linéaire on peut supposer que pour tout entier k compris entre 0 et n+ 1,
fW(a)=o0.
D’apres I’hypothese de récurrence appliquée a la dérivée f’ qui est n— 1 fois dérivable sur I et qui

admet une dérivée n-eme au point a il existe une fonction &y : I — R qui s’annule et qui est continue
en a telle que

f'(x) = (x—a)"eo(x).
fx)

de la propriéte il suffit de prouver que € est continue en a.

Notons € la fonction qui vaut 0 en a et qui vaut €(x) = six € I\ {a}. Pour conclure a I’hérédité

Soit € > 0. Puisque €o(a) = 0 et que € est continue en a il existe > O tel que six € [ et [x—a| <n
alors |€g(x)| < €. Par conséquent sur I’intervalle IN]a —n,a + N[ I'inégalité

[f () <elx—al”

est vérifiée. D apres 1’inégalité des accroissements finis ceci implique que sur cet intervalle

8’X—d‘+n+l

700 <

et donc
le(x)| <e.

On vient finalement de prouver
Ve>0IN>0vxel |x—a| <n=le(x)| <€
et ceci signifie que la fonction € qui vaut O en a est bien continue en a.

4.4 Quelles différences y a-t-il entre ces trois formules ?

Les trois formules permettent d’approcher une fonction définie sur un intervalle par un méme poly-
ndme exprimé a 1’aide des dérivées successives de f en un point a de I'intervalle et appelée partie
principale. L’écart de la fonction a ce polyndme, appelé reste, est exprimé de trois facons qui diffé-
rencient fortement les formules.

La formule de Taylor-Young repose sur les hypotheses les plus faibles mais donne une information
seulement en un réel fixé a (ou pour x treés proche de ce réel). Elle indique comment se comporte la
fonction quand la variable x s’approche de a et fournit, étant donné un entier n, le polyndme appelé
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partie principale de de degré n qui approche le mieux f quand la variable x s’approche de a. La
facon dont le reste est donnée ne donne qu’une information qualitative sur celui-ci quand la variable
x s’approche de a.

La formule de Taylor-Lagrange comporte un reste qui est contr6lé autant que 1’est la dérivée d’ordre
n—+ 1 sur 'intervalle de définition de f. Etant donné n € N, cette formule donne des informations
existentielles sur le reste en tout point » du domaine de définition de la fonction f. La partie principale
est donnée comme dans la formule de Taylor-Young par la connaissance des dérivées successives de
fjusqu’a ’ordre n de f en a. Le reste est donné de fagon plus précise et plus quantitative puisqu’il
est exprimé a 1’aide de la dérivée d’ordre n+ 1 de f en un point ¢ dont on ne connait que I’existence.

La formule de Taylor avec reste intégral repose sur les hypotheses les plus fortes. Elle comporte
un reste qui a une expression intégrale explicite qui dépend continiment de la variable. Comme la
formule de Taylor-Lagrange et la formule de Taylor-Young, la partie principale est donnée par la
connaissance des dérivées successives de f jusqu’a I’ordre n de f en a. Le reste est ici exprimé a
I’aide d’une formule intégrale explicite qui implique la dérivée d’ordre n+ 1 de f.

4.5 Donner un exemple de fonction non identiquement nulle, de classe C*,
dont toutes les dérivées sont nulles en 0.

Exemple 68 La fonction f définie par f(0) =0et f(x) = exp(—é) si x # 0 est une fonction stricte-
ment positive sur R*, elle est de classe C* et toutes ses dérivées sont nulles en 0.

Preuve Hors de 0 la fonction est C* car c’est la composée a gauche de —é qui est C* par I’expo-
nentielle qui est aussi C*. Montrons par récurrence sur n € N la propriete A, suivante : il existe pour
chaque 7 € N un polynoéme P, tel que si x # 0 alors (" (x) = P, ( )exp(——) La propriété A, est
vraie : le polyndme Py est la constante 1. Il reste a vérifier l’héredlte de la proprlete A,. Soit n € N.
On suppose 4, vraie : il existe polyndme P, tel que si x # 0 alors ") (x) = P, ( )exp( ——) En dé-
rivant on obtient f("t1)(x) = ()%P,,(}C) — éP,’l(%)) exp(—é) si x # 0. Ainsi le polyndme Pn+1 défini
par P(t) = 263P,(t) — 1*P}(t) si t € R est tel que si x # 0 alors £ (x) = P, 1 (L) exp(—). Ainsi
A,41 est vraie si 4, I'est : I’hérédité est prouvée. Montrons maintenant par récurrence sur n €N la
propriété B, suivante : (0) est bien définie et vaut O. La propriété By est vraie puisque par défini-
tion £(°(0) = £(0) = 0. On suppose B, vérifiée : ) (0) est bien définie et vaut 0. D’apres 4, on a
| A (X)*{)‘ "(0) |=| JARIES)
X— X

|=|iP, (L )|exp(——) On déduit du fait que hm+wt exp(—1) = 0 quel que
)

X—
est dérivable en 0 et que 1) (0) = (") (0) = 0. Ainsi B, est vraie si B, I'est : I'hérédité est
prouvée. On vient d’établir que pour tout entier n € N la fonction £ est définie partout y compris
en 0. La fonction f est donc bien de classe C*.

soit A € R que lim.—o |;1?P"(;]7) | exp(—;) 0 et donc limx—o |f | = 0. Ceci prouve que f!
x#£0 x#0

4.6 Rappeler la définition du développement limité d’une fonction f au voisi-
nage de 0. Retrouver les exemples classiques.

Définition 37 Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle / non réduit a un point de R
et soit a € 1. Si n € N on dit que f possede un développement limité d’ordre n en a s’il existe un
polynome P de degré n et une fonction € définie sur / tels que € s’annule et est continue en a et
f(x) = P(x)+ (x—a)"e(x) six € I. Le polyndme P s’appelle partie principale de degré n de f en a et
x € I — x"¢(x) s’appelle le reste.

Remarque 33 Pour une fonction f : D — R, avoir un développement limité d’ordre 0 en a € D est
équivalent a €tre continue en a, avoir un développement limité d’ordre 1 en a € D est équivalent a étre
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dérivable en a et alors f(x) = f(a)+ f/(a)(x—a) + (x — a)e(x) avec € : D — R continue en a et nulle
ena.

Proposition 55 Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle / de R,a€letn € N. Si f
admet deux développements limités d’ordre n en a alors ils sont égaux.

Preuve On suppose que f définie sur un intervalle / de R admet deux développements limités d’ordre
nenacl: f(x) =P (x)+ (x—a)"e;(x) = P(x)+ (x —a)"ex(x) si x € I avec lim,€; = lim, €&, = 0.
En faisant la différence des deux expressions on obtient (P (x) — P»(x)) = (x —a)"(e2(x) —€1(x)) si
fﬁ((?_;;;%,m = hmf;ﬁ (€2(x) —€1(x)) = 0. Puisque P; — P, est de degré au plus n, ce

n’est possible que si P| — P, =0, c’est a dire si P| = P».

x € . Ainsi limx—a
x#£a

Remarque 34 Les trois formules de Taylor donnent le développement limité d’une fonction, sous
réserve, pour la formule de Taylor-Lagrange, que la dérivée d’ordre n + 1 soit bornée.

Exemple 69 Soient f un polyndme, a € R et n € N. Alors f admet un développement limité a I’ordre
n en a. Les coefficients de sa partie principales sont les coefficients des mondmes de degré au plus n
du polyndéme en # donné par P(t) = f(a+1).

Preuve 11 suffit de remarquer que si k € N alors f (k) (a) = k!py ou py est le coefficient du mondme de
degré k de P.

Exemple 70 Soit f la fonction de classe C* définie sur R\ {1} par f(x) = ;=-. Sin € N alors f admet
un développement limité d’ordre n en O dont la partie principale est ):Zzoxk .

) 5 shoalité L —vyn ok ontl_1
Preuve C’est une conséquence de I’égalité — =3}/ _ox" +x""" 1=.

Exemple 71 Soit A € R\ Q et soit f la fonction de classe C** définie sur | — 1, +oo[ par f(x) = (1+x)".
Sin € N alors f admet un développement limité d’ordre n en O dont la partie principale est 1 sin =0
et 1+ Y0, G ITZg(A—j)xk sin>0.

Preuve Il suffit de remarquer que f(0) = 1 et que si k € N* alors f*)(0) = Hlj‘.;(l)(k —J)-

Exemple 72 Soit f la fonction de classe C* définie sur | — o, 1] par f(x) = In(1 —x). Si n € N alors
f admet un développement limité d’ordre n en O dont la partie principale est O sin=0et Y, %xk si
n> 0.

Preuve Il suffit de remarquer que f(0) = 0 et que puisque f'(x) = —— ona f*+D(0) =k!'si k € N.

1—x

Exemple 73 Soit f la fonction de classe C* définie par f(x) = exp(x) six € R. Sin € N alors f admet
un développement limit€ d’ordre n en O dont la partie principale est )}, k;' .

Preuve I suffit de remarquer que f(0) = 1 et puisque f' = fona f*K)(0) = 1sik e N.

Exemple 74 Soient f et g les fonctions de classe C* définies par f(x) = sin(x) et g(x) = cos(x) si
x € R. Sin e N alors f admet un développement limité d’ordre 2n+ 1 en O dont la partie principale

— k . o, , Py . . .
estY ;o é i)l)!ka“ et g admet un développement limité d’ordre 2n en O dont la partie principale est

n (=D*
Y, ((2]())! 2k

Preuve On déduit des égalités sin’ = cos et cos’ = sin et de sin(0) = 0 et cos(0) = 1 que si k € N alors
sin®¥) (0) = 0, sin®**D(0) = (= 1), cos®) (0) = (—1)¥, cos(**1)(0) = (0). Les formules de Taylor
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permettent de conclure.
0s1x<0

T admet-elle un développe-
X" Ss1x >

4.7 Jusqu’a quel ordre f: R — R, x — {

ment limité en 0 ?

Réponse On considere la fonction € définie par €(x) = x™ > si x > 0 et 0 sinon. Puisque 7T > 3 on

a limpe = 0. Or f(x) = x’¢(x) si x € R. Donc f admet un développement limité d’ordre 3 en 0.

La partie principale de ce développement est le polyndme nul. En revanche, puisque T < 4 on a
e(x) )

lim.—o == = +eo et on a lim.—o =5~ = +oeo donc f n’admet pas de développement limité d’ordre 4 ou
x>0 x>0
plus en O.

Proposition 56 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert et qui admet un dé-

veloppement limité d’ordre 2 en un un point a € D : il existe u,v,w € R et €: D — R tels que

f(x) = u+v(x—a)+wx—a)*+ (x —a)’e(x) avec ligle(x) = 0. Si f admet un maximum (res-
X

pectivement un minimum) en a alors v =0 et w < 0 (respectivement w > 0).

Preuve Le nombre u est égal a f(a). Le nombre v est égal a f’(a) et puisque f admet un extremum
enav = f'(a) = 0. Par conséquent f(x) = f(a)+ (w+¢e(x)) x (x —a)?.

Supposons que w # 0. Puisque €(a) = 0 et que € est continue en a, quitte a restreindre /, on peut
supposer que w -+ € ne s’annule pas et est du signe de w sur /.

Siw > 0 alors (w-+g(x)) x (x—a)? > 0sixel\{0} etdonc f(x) > f(a) si x €I\ {0}. Ainsi si
w > 0 la fonction f n’admet pas de maximum en a. Par contraposée, si f admet un maximum en a
alors w < 0.

Si w < 0 alors (w+¢g(x)) x (x—a)? <0sixecl\{0}etdonc f(x) < f(a) six€I\{0}. Ainsi si
w < 0 la fonction f n’admet pas de minimum en a. Par contraposée, si f admet un minimum en a
alors w > 0.

Proposition 57 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert et qui admet un dé-

veloppement limité d’ordre 2 en un un point a € D : il existe u,v,w € R et €: D — R tels que

f(x) =u+v(x—a)+wx—a)®+ (x—a)’e(x) avec liine(x) =0.Siv=0etw <0 (respectivement
X

w > 0) alors f admet un maximum local (respectivement un minimum local) en a.

Preuve Le nombre u est égal & f(a).

Supposons v =0 et w < 0. Alors f(x) = f(a) + (w4 ¢€(x)) x (x —a)?. Puisque €(a) = 0 et que € est
continue en a, quitte A restreindre 7, on a w+¢€(x) < 0 si x € I. Alors (w+€(x)) x (x —a)?> < O si
x €I\{0} etdonc f(x) < f(a) six € I\{0}.La fonction f admet un maximum local en a.

Supposons v =0 et w > 0. Alors f(x) = f(a) + (w-+€(x)) x (x —a)?. Puisque &(a) = 0 et que € est
continue en a, quitte a restreindre 7, on a w+¢€(x) > 0 si x € I. Alors (w+€(x)) X (x —a)? > O si
x €1\ {0} etdonc f(x) > f(a) six €I\{0}. La fonction f admet un minimum local en a.

Remarque 35 Supposons f deux fois dérivable en a. Dans ce cas on peut reformuler les énoncés
précédents avec f’(a) et f”(a). Si f admet un maximum (respectivement un minimum) local en a
alors f'(a) =0 et f"(a) <0 (respectivement f”'(a) > 0). Si f'(a) =0 et f”(a) < 0 (respectivement
f"(a) > 0) alors f admet un maximum (respectivement un minimum) local en a.
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5 Suites définies par récurrence, théoremes de point fixe

5.1 Enoncer le théoréme du point fixe et son application a I’étude des suites
récurrentes. Donner une démonstration de ce théoreme. Illustrer graphi-
quement.

Définition 38 Un point fixe d’une application f d’un ensemble dans lui-méme est un élément / de cet
ensemble qui est invariant par f, c’est a dire qui vérifie I’égalité (/) = 1.

Exemple 75 La fonction définie par f(x) = x+ sin(x) si x € R posséde une infinité de points fixes,
les nombres n7w,n € Z.

Définition 39 Soit £ un sous-ensemble de R et soit f une fonction de E dans E. On appelle suite
récurrente associée a f une suite u de la forme ug € E et u, 1 = f(u,) si n € N. Quel que soitx € E
il existe une et une seule suite récurrente associée u a f et de premier terme uy = x.

Proposition 58 Soient E C R, f: E — E continue et [ € E. Si [ est la limite d’une suite récurrente u
associée a f, alors [ est un point fixe de f : f(I) = 1.

Preuve Considérons une suite récurrente u = (u,),eN associée a f et qui converge vers [ € E. La suite
extraite u’ = (u),),eN définie par u), = u, | converge aussi vers /. Mais u’ est la suite image de la suite
u par la fonction f. Puisque f est continue en [ la suite image u’' converge vers f(1). Ainsi f(I) = 1.

Exemple 76 La fonction continue f définie sur [2,3] par f(x) = 2v/x— 1 est a valeurs dans [2,3],
vérifie 2 < f(x) < x pour tout x €]2,3] et 2 son seul point fixe. La suite récurrente u de premier terme
up = 3 associée a f est donc strictement décroissante et bornée. Elle est donc convergente. Sa limite
est, d’apres la proposition, I’'unique point fixe de f : c’est le point 1.

Proposition 59 Soit E = [a,D]. Si f : E — E est continue alors f posséde un point fixe [ : f(I) = 1.

Preuve Supposons que a et b ne sont pas des points fixes de f et considérons g : |a,b] — [a,b] définie
par g(x) = f(x) —x. La fonction g est continue et puisque f(a) # a et f(b) # b il vient f(a) €la,b]
et f(b) € [a,b[ et donc g(a) = f(a) —a >0 et g(b) = f(b) —b < 0 : la fonction g qui est continue
change de signe entre a et b. D apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe [ €]a, b tel que
g(l)=0,c’estadire f(I) =1.

Remarque 36 Cet énoncé garantit I’existence d’un point fixe mais pas son unicité. D’ailleurs la

fonction f : [0,1] — [0, 1] définie par f(x) = 2x(1 —x) vérifie les hypotheéses de la proposition et
possede deux points fixes, 0 et %

Définition 40 Soient K € [0,1[ et E C R. On dit que f : E — E est K-contractante si

V(x,x) € E? |f(x) — f(xX)] < K|x—X/|.
Proposition 60 Soient K € [0,1[, E C R et f: E — E une fonction K-contractante. Alors f est
continue et si f admet un point fixe il est unique.

Preuve Puisque la fonction f est K-contractante alors
Ve > 0V (x,x) e B2 x—X| <e= |f(x) — f(X)| <K|x—X| < |x—¥| <.

Ceci signifie que f est uniformément continue, donc continue.
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Soient [ et I’ des points fixes de f. Il vient || —I'| = |f(I) — f(I)] < K|l —'|. Puisque K € [0, 1] cette
inégalité implique |/ — | =0, c’est a dire [ = 1.

Remarque 37 Cet énoncé garantit I'unicité d’un point fixe mais pas son existence. D’ailleurs la
fonction f :]0, 4o0[—]0, +oo[ définie par f(x) = %x vérifie les hypotheses de la proposition mais ne
possede aucun point fixe.

Théoréme 14 (théoreme de point fixe des fonctions K-contractantes) Soient K € [0,1], E C R et
f : E — E une fonction K-contractante. Si E est égal a R, a un segment ou a une demi-droite fermée
alors f possede un point fixe et il est unique.

Preuve D’apres la troisieme proposition, puisque f est contractante, elle possede au plus un point
fixe. Si E est un segment, d’apres la deuxieme proposition, f a un point fixe. Il est donc unique.
Supposons E = R. On considére la fonction g définie par g(x) = f(x) —x si x € R. Puisque f est K
contractante on a f(x) < f(0) + Kx et donc g(x) < g(0) — (1 —K)x six > 0et f(x) > f(0) + Kx et
donc g(x) > g(0) — (1 —=K)xsix < 0.Orlimyeg(0) — (1 —K)x = —ec et lim_ g(0) — (1 —K)x = +oo
car | — K > 0 et donc lim . g = —oo et lim_. g = +oo. La fonction g change donc de signe sur R.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires elle s’annule. I existe / € R tel que g(/) = 0, c’est
a dire f(I) =1 : la fonction f a bien un point fixe. Si E = [A,+oo[ on prolonge f sur R tout entier
en posant F'(x) = f(A) six <A et F(x) = f(x) si x > A. La fonction F est toujours K-contractante.
Puisqu’elle est définie sur R elle possede un unique point fixe / d’apres ce qui précede. Or si x < A
alors F(x) = f(A) > A > x et x n’est pas point fixe de F. Donc [ > A et = F(I) = f(I). La fonction
f posséde un unique point fixe. Si E =| — oo, A], alors la fonction F : [—A, +oo[— [—A, 4oo[ définie
par F(x) = — f(—x) est K-contractante et d’apres ce qui précede elle posseéde un unique point fixe L.
Or par construction de F a partir de f, [ est point fixe de f si et seulement si —/ est point fixe de F et
donc f possede aussi un unique point fixe.

Exemple 77 Soit r € QN]0, 1] et soit n € N tel que d > 1. Alors la suite (u,),en définie par ug = 1

. 1 . o
et, si n € N, upt1 = uy + 2 (r —u?) converge vers ra. En effet, soit f définie sur R par f(x) = x+

%(r—xd). Puisque f'(x) = 1 —x?~1 €0, 1] si x €]0, 1] la fonction f restreinte a [0, 1] est croissante et
f(n1]) C £([0,1])) = [n1—2(1—r)] C [r1]. Orsix € [ 1], f'(x) € [0,K] avec K =1 —r?~1 C [0,1].
La restriction de f au segment [r, 1] qui est stable par f est donc K contractante et la suite (u;,)qeN
est donc convergente vers ’'unique point fixe de cette restriction. Or ri = f (ré) € [r,1]. C’est donc
I’unique point fixe et c’est aussi la limite de la suite. Par construction la suite (u,),eN est une suite de
rationnels mais sa limite ne I’est pas nécessairement.
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5.2 Peut-on utiliser ce résultat pour I’étude de la suite (u,) définie par uy =3

et u, 1 =2vu,—1?

Réponse La fonction f définie sur [2,+oo[ par f(x) = +/x— 1 est a valeurs dans [2,4oo[ car si x > 2
alors x—1 > 1 et donc vx—1>1et f(x) =2+/x—1> 2. Elle est dérivable mais sa dérivée en 2
2V-1=2 _

=

vaut 1. Aussi elle ne peut pas étre K contractante : en effet si K € [0, 1], puisque lim> ==——=
x>2

il existe 1 > 0 tel que pour x €]2,2+mn[ on a @ > K. La fonction f admet tout de méme un
unique point fixe, 2, car f(2) =2 et si x > 2 alors f(x) < x. De plus cette inégalité implique que toute
suite récurrente (uy),eN associée a f est soit stationnaire égale a 2 lorsque up = 2 soit strictement
décroissante et minorée par 2 qui est sa limite si ug > 2. En effet I'inégalité 2 < u,, implique les
inégalités 2 < u,+1 = f(un) < u, pour tout n € N et la suite (u,),en qui est décroissante et bornée
converge et d’apres ce qui précede sa limite qui est minorée par 2 est un point fixe de f, c’est donc 2.

Proposition 61 Soient K € [0,1], E C Ret f: E — E une fonction K-contractante qui posséde un
point fixe /. Alors toute suite récurrente u associée a f converge vers /.

Preuve Soit u une suite récurrente associée a f.

Vérifions par récurrence sur n € N que |l — u,| < K" |l — ug|.

Véracité au rang 0 : |1 — ug| = K|l — uo| < |1 — uo|.

Hérédité. On considere n € N tel que |l — u,| < K"|l — up|. Puisque u est une suite récurrente associée

a f qui est K-contractante et que f(I) = [ il vient

= ttne1] = | (1) = fun)| < K|l —un| < K" —ug).

Puisque K € [0, 1] la suite de terme général K"|l — ug| tend vers O et puisque |/ — u,| < K"|l — up| la
suite de terme général / — u, tend aussi vers 0 et donc la suite u converge vers /.

Théoreme 15 Soient K € [0,1[, E C Ret f : E — E une fonction K-contractante. Alors il existe / € R
tel que toutes les suites récurrentes associées a f sont convergentes de limite /. L alternative suivante
est de plus vérifiée : soit f a un point fixe et c’est [ soit [ ¢ E.

Remarque 38 Un des intéréts de cette énoncé et qu’il admet une preuve qui permet des généralisations
ad’autres espaces que R a des espaces du type R"” avec n € N et méme a certains espaces de dimension
infinie dans lesquels on peut définir la notion de suite de Cauchy convergente.

Preuve Elle est faite en quatre étapes.
Etape 1 Soient x,x’ € E. Alors les suites récurrentes u et v associées 2 f et de premier terme ug = x

et v = x’ vérifient
|y —vn| < K"|x— x| sineN.

Preuve (de I’étape 1) Par récurrence sur n € N.

Sin=0on abien |ug—vo| = [x — x| < K|x—x/|.
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Soit n € N. Si |u,, — vu| < K"|x — x| alors

’Mn+1 — Vn+1| = ‘f(”n) _f(Vn)’
< K‘un_vn|
< K" x—].

Etape 2 Soit x € E. Alors la suite récurrente u = associée a f et de premier terme uy = x est de
Cauchy donc convergente.

N
Preuve (de I’étape 2) Soit € > 0. Puisque K € [0, 1] la suite de terme général ] K|x — f(x)| est
positive et tend vers O et il existe donc N € N tel que
KN
1_K]x—f(x)] <E.

Soient n,m € N telsque n > N et m > 1. Alors

m—1
Up —Unym| < Z‘un+i_un+i+1’
i=0
m—1 )
< ) K"l f()
i=0
1—K"
< k8 )
K"
< TS
KN
< K rw)
< E&.

Ceci montre que u est bien de Cauchy donc convergente.
Etape 3 La limite de la suite u est indépendante du choix de x € E.

Preuve (de I’étape 3) Soient u et v deux suites associées a f et soient [ et I’ leurs limites. La suite de
terme général |u, — v,| tend vers |l —I’|. C’est le cas aussi de la suite de terme général |uy, 41 — vpi1]-
OrsineN

luni1 = Vast1] = |f(un) = f(va)| < Klup — vy

et en passant a la limite on obtient
=l <K|l-1].

Puisque K € [0, 1] cette inégalité n’est possible que si [ =1'.
Etape 4 Soit f a un point fixe et c’est [ soit [ ¢ E.

Preuve (de I’étape 4)

Si f a un point fixe x alors la suite récurrente u de premier terme x associée a f est constante. Comme
sa limite est / la limite commune a toutes les suites récurrentes associées a f, il vient / = x et [ est ce
point fixe.
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Il reste a montrer que si / € E alors c’est un point fixe de f. Supposons donc / € E. La fonction f est
continue car K-contractante. Puisque [ est dans E et qu’il est la limite d’une suite récurrente associée
a la fonction continue f c¢’est un point fixe de cette fonction.

5.4 Rappeler les méthodes d’étude d’une suite récurrente a valeurs dans R
définie par la donnée de 1 et 1, | = f(uy), en fonction de la monotonie de
la fonction f.

Proposition 62 Soient E un sous-ensemble de R, f une fonction monotone de E dans E et u une suite
récurrente associée a f. Si f est croissante alors u# est monotone, croissante si uy < u; et décroissante
sinon. Si f est décroissante alors les suites extraites de terme général uy, et up, 1 sont monotones de
variations opposées.

Preuve On va prouver la proposition en distinguant f croissante et f décroissante.

Le cas de f croissante. Pour tout n, u,+1 — uy et up12 — upy1 = f(uy+1) — f(u,) sont de méme signe
qui est le signe de u; — ug. Par conséquent u est monotone : elle est croissante si ug < u; et décroissante
Siug > uj.

Le cas de f décroissante. Dans ce cas la fonction f o f est croissante. Donc pour tout n, uz,42 — uz,
et Upq —tni2 = f2(u2n12) — f*(u2,) sont de méme signe qui est le signe de uy — ug. De méme,
Uont3 — Uani1 €t Uy s —Uni3 = f2(t2n13) — f>(u2,41) sont de méme signe qui est le signe de u3 — u;.
Par conséquent les suites extraites de terme général uy, et us,+1 sont monotones. Leurs variations sont
déterminées par le signe de ur — ug et le signe de uz — u1. Ces variations sont opposées car, puisque f
est décroissante, les signes de uy — uq et uz — uy sont opposés.
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